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VALIDEZ DE LOS MODELOS EXISTENTES PARA REDES REALES
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LA RED COMPLEJA DE LA WORLD WIDE WEB (1)

Nodos: documentos WWW
Enlaces: hiperenlaces URL
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En torno a 1 billéon (N»10'?) de documentos Y
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ROBOT: recopila todas las URLs encontradas en una
pagina web y las sigue recursivamente
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Mapa de la web (dominio nd.edu) con 325,725 paginas (1998) _
Nodos rojos ® grado 50; nodos morados ® grado 500 H. Jeong, R. Albert, A-L Barabasi, Nature, 401:130-131 (1999)



DIFERENCIA ENTRE UNA LEY DE LA POTENCIAY UNA EXPON ENCIAL (1)

La distribucién de los grados observada en la WWW sigue la llamada Ley de |la Potencia

0.6
f(x)=cx?

— -1
0.2 f(x)=cx

f(x)=c 40 60 80 100

Por encima de un cierto umbral x, la ley de la potencia es siempre mayor que la exponencial



DIFERENCIA ENTRE UNA LEY DE LA POTENCIAY UNA EXPON ENCIAL (2)

La diferencia es muy clara si se representa en una escala logaritmica para el eje Y: para valores
grandes de x existen diferencias de varios 6rdenes de magnitud entre las dos funciones

0 1 2 3
, 10 10 10 10

f(x)=cx %

f(x)=cx*

f(x)=c”

semilog

® Log p, depende linealmente de log k
La pendiente de la recta viene dada por el exponente de grado g



. QUE SIGNIFICA REALMENTE ESTA DIFERENCIA?

@ m
O (7))
5 g
= g
O O
L X
Y w
Red de nacional de autovias
S g
> 0O @)
L C o
— O 7
) ®
C O <
O N o
&) = o
8 —
(b
X <

Red de trafico aéreo



. QUE SIGNIFICA REALMENTE ESTA DIFERENCIA?



LA RED COMPLEJA DE LA WORLD WIDE WEB NO ES ALEATORI A
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DEFINICION DE REDES LIBRES DE ESCALA

Las redes cuya distribucion de grados sigue la ley de la potencia se
denominan “redes libres de escala” ( scale-free )

Estas redes presentan una distribucion de grados de larga estela o larga cola (heavy-
tailed, long-tailed or power-law-tailed distributions)

http://es.wikipedia.org/wiki/Larga cola

» Distribuciones de Pareto: regla 80/20
La larga estela, en color amarillo, puede

comprender un area incluso mayor que « Modelos econémicos: Amazon.com
la de la primera parte de la funcién

Si la red es dirigida, se puede analizar por separado la “propiedad de libertad de escala " sobre
las distribuciones de grados de entrada y salida

Se pueden emplear dos formulaciones matematicas distintas para estudiar las propiedades de
estas redes aunque la propiedad en si es independiente del formalismo considerado



FORMULACION Formalismo discreto (1)

Considera que los grados son valores enteros positivos. Captura la -
i = Ck ¢
probabilidad p, >0 de que un nodo tenga exactamente k enlaces: kK —

C es una constante que se calcula a partir de la condicion de normalidad:

Y ¥ 1 1
p, =1 C k=1 C =+ =
k=1 k=1 K9 Z(9)

k=1

funcion Zeta de Riemann

k -g
pk - — para k>0 (se asume que no hay nodos desconectados en la
Z(9) red, p, se calcula aparte)



FORMULACION Formalismo discreto (2)

En algunas aplicaciones, solo se tiene en cuenta la cola de la distribucion de grados:

p, =Ck™ 7 k=[kp, . ¥)

¥

p, =1 co_ 1 1

kK=Kmin ¥ k-g B Z(g’ kmin)

k=kmin

funcion Zeta generalizada o incompleta

k'g
Z(g’ kmin)




En célculos analiticos conviene asumir que los grados pueden tomar cualquier valor real
positivo. En ese caso, la distribucion de grados de la ley de la potencia toma la forma:

P(k)=Ck™? ; k=[ky,,¥)
¥ 1
P(k)dk =1 C=— =(g- DkZ!
K mi k™ 9dk
Kmin

P(K) = (g- k% k9

min

K.in €S el menor valor de grado para el que se cumple que: P, =



LOS HUBS EN LAS REDES LIBRES DE ESCALA (1)

Las diferencias principales entre una red aleatoria
y otra libre de escala se encuentran en la cola de
la distribucion:

« Para valores pequeiios de k, la ley de la potencia esta
por encima de la de Poisson: |la red libre de escala
tiene un numero alto de nodos con grado pequefio

« Parak's cercanos a <k>, la distribucién de Poisson
esta por encima de la ley de la potencia: en una red
aleatoria hay muchos nodos con grado k » <k>

» Para valores altos de k, la ley de la potencia vuelve a
estar por encima de la de Poisson: la posibilidad de
encontrar un nodo de grado alto, un hub, es varios
ordenes de magnitud mayor en una red libre de escala

Ejemplo (WWW) paleatoria(loo)zlo_so : plibre-escala(100)= 10+



LOS HUBS EN LAS REDES LIBRES DE ESCALA (2)

¢, Coémo afecta el tamafio de la red N al tamano de sus hubs?

Para cualquier distribucion de grados p, es posible calcular el grado maximo esperado K,.,:

* Red aleatoria, distribucion exponencial p,=Ce"':

Depende de In N, crece suavemente y hay poca diferencia entre k., ¥ K.,- NO hay hubs

 Red aleatoria, distribucion de Poisson: crece aln mas suavemente.

* Red libre de escala, distribucion de larga cola:

Depende de N. Cuanto mayor es el tamafio de la red, mayor es el gr ado del hub mas
grande. Hay diferencias significativas entre Kinin ¥V Kmax

Ejemplo (muestra WWW N=3-10%): k. (red aleatoria) » 13 ; k,,,.(red libre de escala) » 85,000



LOS HUBS EN LAS REDES LIBRES DE ESCALA (3)



ORIGEN DEL TERMINO “LIBRE DE ESCALA” (1)

El término “libre de escala” esta relacionado con los momentos de la distribucion de
probabilidad de grados:

* n=1: el primer momento es el grado medio <k>

* n=2: el segundo momento <k?> es la varianza s? = <k®> - <k>? que mide la dipersion
de los grados. Su raiz cuadrada s es la desviacion tipica

 n=3: el tercer momento <k3> determina la asimetria, indicando cémo de simétrica es
p, alrededor de la media (en distribuciones simétricas, vale 0)



ORIGEN DEL TERMINO “LIBRE DE ESCALA” (2)

En una red libre de escala, el n-ésimo momento de la distribucion de grados es:

Como k., crece con el tamafio de la red, hay que analizar su comportamiento en el
limite k.., ® ¥ para determinar las propiedades de las redes muy grandes:

y
<k">= (g- DG k™ dk = 97D _yaafimon]t
(n- g+1)

I(min

« Sin-gtl O, el n-ésimo momento esta acotado. Todos los momentos en los que n
@1 son finitos

« Sin-gtl O, el n-ésimo momento tiende a infinito segun la red crece. Todos los
momentos en los que n @1 divergen



ORIGEN DEL TERMINO “LIBRE DE ESCALA” (3)

La mayoria de los exponentes de grado gestan entre 2 y 3: <k> es finito pero <k?>y el
resto de momentos tienden a infinito. Eso implica que: S, = (<k2> i <k> 2@ ¥

k=(k)£s,
WWW: k> | 1
Internet:; k>3 H

Redes metabdlicas: k=74

Llamadas telefonicas: <k> = 3.16 +




ORIGEN DEL TERMINO “LIBRE DE ESCALA” (4)
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PROPIEDADES DE LAS REDES LIBRES DE ESCALA



PROPIEDADES DE LAS REDES LIBRES DE ESCALA



UNN
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¢, Como de general es el descubrimiento de una
distribucion de grados que sigue la ley de la poten

cia?




RED COMPLEJA DEL BACKBONE DE INTERNET

Nodos : ordenadores, routers
Enlaces: conexiones fisicas

Faloutsos, Faloutsos y Faloutsos, Comput. Commun. Re  v. 29:251-262 (1999)






REDES CIENTIFICAS Science Citation Index

Nodos: articulos cientificos
Enlaces: citas

1736 PRL papers (1988)

P(k) ~k®
(@=3)

S. Redner, Eur. Phys. J. B 4:131 (1998)



REDES CIENTIFICAS Coautoria cientifica

Nodos: cientificos (autores) M: Math
Enlaces : publicaciones conjuntas NS:neuroscience

M.E.J. Newman, PNAS 98(2):404-409 (2001)
A.-L- Barabasi et al. Physicia A 311:590-614 (2002)



EL NUMERO ERDOS

(Juego de Bacon para cerebritos )

Numero de enlaces requeridos para conectar los
investigadores a Erd s via la co-autoria de articulos
cientificos

Erd s escribio mas de 1500 articulos con 507 co-
autores

La web de Jerry Grossman (Oakland Univ.) permite
a los matematicos calcular su numero Erdos:

http://www.oakland.edu/enp/

Paul Erd s (1913-1996) Conectgndo Ie}s .Iongltudes de los caminos entre los
matematicos Unicamente :

Erdos tiene un mayor valor de — Lalongitud media es 4.65

centralidad en su red que _ La longitud méaxima es 13

Kevin Bacon en la suya






COMUNIDADES VIRTUALES (1)

Nodos: usuarios _ Comunidad on-line Pussokram.com
Enlaces : contactos por e-malil 512 dias, N=25,000 usuarios

Ficheros de log de la Universidad de Kiel
112 dias, N=59,912 nodos

Ebel, Mielsch y Bornholdtz, Physical Reviews E Holme, Edling y Liljeros, Social Networks
66:035103(R), (2002) 26(2):155-174 (2004)



COMUNIDADES VIRTUALES (2)

Nodos: usuarios
Enlaces: relaciones en redes sociales

Todas las distribuciones muestra un comportamiento
de cola amplia : hay desviaciones de varios érdenes
de magnitud en los grados
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COMUNIDADES VIRTUALES (3)

Nodos: usuarios
Enlaces: relaciones en redes sociales

Todas las distribuciones muestran
un comportamiento de cola amplia :
hay desviaciones de varios ordenes
de magnitud en los grados

9/: &;!
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REDES GENETICAS (1)
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REDES GENETICAS (2)
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REDES GENETICAS (3) BOEHRING-MENNHEIN




REDES GENETICAS (4) Redes metabolicas
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REDES GENETICAS (5)
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REDES GENETICAS (6) Topologia de las redes de protei nas (1)

Nodos: proteinas
Enlaces : interacciones fisicas (ligaduras)

k + K,

P(k) ~ (k+kp) 7 exp(- "

)

M9 &<"= & "F &>+ & "< & 8347@AB7@A8 5333



REDES GENETICAS (7) Topologia de las redes de protei nas (2)

"&, C3C A@A4 ?A837A8C8 5338 D "&, C35A@AB ?B4547B4C@ 533C



REDES GENETICAS (8) Red de interaccion humana
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RED DE ACTORES DE HOLLYWOOD

Nodos: actores
Enlaces : actuaciones conjuntas

ﬁ
Days of Thunder (1990)

Far and Away  (1992)
Eyes Wide Shut (1999)

N = 212,250 actores
k =28.78

P(k) ~ k9
g=2.3



EN RESUMEN...

Una gran cantidad de redes reales comparten una arquitectura similar:

Redes libres de escala

WWW, Internet (routers y dominios), circuitos electrénicos, software de ordenador,
actores de peliculas, redes de coautoria, redes sexuales, mensajeria instantanea,
redes de e-mail, citas, llamadas telefonicas, redes metabdlicas, redes de interaciones
de proteinas, dominios de proteinas, redes de funciones cerebrales, redes
lingUisticas, personajes de comic, comercio internacional, sistemas bancarios, redes

de confianza para encriptacion, plataformas energéticas, terremotos, redes
astrofisicas...



RESUMEN HISTORICO



UNIVERSALIDAD EN LOS EXPONENTES DE GRADO (1)

Fendmeno critico:

La universalidad implica que los
exponentes son los mismos para
distintos sistemas complejos... son
independientes de los detalles concretos

Redes:

Los exponentes varian dependiendo del
sistema

La mayoria estan entre 2y 3

Universalidad :

Se da una emergencia de
caracteristicas comunes entre las
distintas redes

Ocurre igual que en el caso de la
propiedad de libertad de escala



UNIVERSALIDAD EN LOS EXPONENTES DE GRADO (2)



...PERO NO TODAS LAS REDES REALES SON LIBRES DE ESCALA




=FECTO DE LOs EXPONENTES DE
GRADO EN LAS PROPIEDADES DE
LAS REDES LIBRES DE ESCALA




PROPIEDAD DE MUNDOS ULTRA-PEQUENOS (1)

¢, Como afecta la presencia de hubs a la propiedad de mundos pequefios?

Las distancias en una red libre de escala son o bie  n menores o bien iguales a

las existentes en una red aleatoria equivalente S
kmax = kmin N ot

El tamafio del mayor hub es de orden O(N). La mayoria de los nodos estan conectados
a él, haciendo que la distancia media sea independiente del tamafio del sistema

La distancia media se incrementa en un orden menor que el logaritmico. En una red
aleatoria todos los nodos tienen un grado similar, por lo que muchos caminos tienen una
longitud similar. En una red libre de escala, la gran mayoria de los caminos pasan a
través de unos pocos hubs de grado muy alto, reduciendo las distancias entre los nodos

Mundo
ultra-pequefio

Algunos modelos clave producen =3. Es un resultado particularmente importante, un
punto critico . El segundo momento de la distribucién de grados ya no diverge y las
distancias vuelven a tener la dependencia logaritmica de los mundos pequerfios en las
redes aleatorias, aunque suavizado

Mundo El segundo momento es finito y la red pasa a comportarse como una red aleatoria.
pequefio Aunque sigue habiendo hubs, no son suficientemente grandes para tener un
Impacto significativo en las distancias

Cohen y Havlin, Phys. Rev. Lett. 90:58701 (2003)



PROPIEDAD DE MUNDOS ULTRA-PEQUENOS (2)



REGIMENES DE LAS REDES LIBRES DE ESCALA (1)

collab
metab

intern synonyms

Mol s

:1' =2

[
w

<k?> es finito

<k> es finito

Mundo pequeric

Se comporta como
una red aleatoria



REGIMENES DE LAS REDES LIBRES DE ESCALA (2)

collab
metab
intern synonyms
w. w
lm actor lout cita sex
. RN b
=1 | =2 | =3 |

<k2> es finito

Se comporta como
una red aleatoria

\ J

|

¢Por qué la mayoria de
los exponentes estan
en este regimen?



¢, POR QUE NO OBSERVAMOS REDES CON EXPONENTE =4,5,6, ETC?

Pueden existir redes libres de escala de este tipo pero es dificil
distinguirlas de las redes aleatorias

Para ello, se necesitan 2-3 érdenes de magnitud de escalado, es decir, k.., tiene que ser 10?-
103 veces mas grande que K.,

Sin embargo, esto restringe el tamafio del sistema requerido para poder documentar esas
redes. P.ej. Para medir un exponente =5, necesitamos que el sistema presente un grado
maximo del orden de:

Red de llamadas

;1 de moéviles
kmax = kmin N
N=4.6-106
K 9! =8.4

Onnela et al., PNAS 104(18):7332—-7336 (2007)



RESUMEN DE PROPIEDADES DE LAS REDES LIBRES DE ESCAL A
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