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Resumen—Este trabajo es un resumen de los articulos [5] y
[6] publicados en Fuzzy Sets and Systems para su presentacion
en la Multiconferencia CAEPIA’18 KeyWorks.

Index Terms—Funcién de implicacién borrosa, cépula, impli-
cacion probabilistica, implicacion de supervivencia, implicacion
S-probabilistica, implicacién de S-supervivencia.

I. RESUMEN

La caracterizacion y representacioén de los conectivos 16gi-
cos borrosos es una de las principales lineas de investigacion
en el campo tedrico en légica borrosa. Como consecuencia de
este estudio, se ha conseguido caracterizar de forma axiomati-
ca un gran nimero de familias de conectivos 16gicos borrosos.
Por un lado, en el campo de las funciones de agregacion, se
han caracterizado varias familias de t-normas y t-conormas,
c6pulas y uninormas, entre otros operadores. Por otro lado,
hay que destacar el esfuerzo de muchos investigadores en la
caracterizaciéon de las familias de funciones de implicacién
borrosa. Asi, se han caracterizado las (S, N)-implicaciones
con N una negacién borrosa continua, las R-implicaciones
generadas a partir de t-normas continuas por la izquierda,
sus respectivas generalizaciones derivadas de uninormas, las
implicaciones f y g-generadas de Yager o las h-implicaciones,
entre otras. La importancia de estos operadores radica en
el gran nimero de aplicaciones que tienen en campos tan
diversos como el razonamiento aproximado, el control borroso,
el procesamiento de imagenes o la mineria de datos. Se pueden
consultar todas estas aplicaciones, en [1] y [2].

Una de las razones por las que las funciones de implicacién
borrosas son tan utilizadas es la flexibilidad existente en su
definicién:

Definicion 1: Una operacién binaria I : [0,1]2 — [0,1] se
llama una funcion de implicacion borrosa si satisface:

1) I(z1,y) > I(ze,y) cuando xz1 < x, para todo
y €[0,1].

(12) I(z,y1) < I(x,y2) cuando y; < yo, para todo
z € 10,1].

I13) I1(0,0)=1I(1,1)=1 e I(1,0)=0.

Esta definicién permite la existencia de una infinidad de
familias de funciones de implicacién borrosas. Cada una de
estas familias satisface alguna propiedades adicionales que
son utiles para algunas de las aplicaciones anteriormente
mencionadas. De esta manera, dependiendo de la aplicacién
considerada, se puede escoger la funcién de implicacién
borrosa que satisface las propiedades adicionales deseables.
Sin embargo, esta necesidad de disponer de un repertorio
extenso de estos operadores ha tenido un efecto no deseado.
En los tdltimos afios, se han propuesto multitud de familias,
algunas de una complejidad notable, cuya caracterizacion se
desconoce. Esto ha provocado la apariciéon de familias, que
aunque fueron presentadas como nuevas familias, después de
estudiarlas en profundidad y obtener su caracterizacién, se
demostr6 que tenfan interseccién o incluso que coincidian
con familias ya conocidas. Por tanto, es de suma importancia
caracterizar las familias de funciones de implicacién borrosas
introducidas hasta la fecha para conocer el comportamiento de
cada familia y su relacién con las demads.

Este ha sido el objetivo de los articulos [5] y [6]. En estos
trabajos, se han caracterizado cuatro familias de funciones
de implicacion borrosas derivadas de cOpulas y que fueron
introducidas en [3] y [4] con la idea de combinar tanto la
imprecision modelada mediante los conceptos borrosos como
la aleatoriedad proveniente de la teoria de probabilidades.
Estas familias son las siguientes:

1) Implicaciones probabilisticas:

Ie(z,y) = {

donde C' es una cépula que satisface C(x1,y)xs >
C(z2,y)z1 para todo z1 < z9 e y € [0,1].
2) Implicaciones de supervivencia:

Tt = {

1 six =0,
Cev) iz >0,

1 siz =0,

—14+C(l—a,1— .
2ty +ng( 2,1-y) siz >0,
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donde C' es una c6pula que satisface C(1—x1, 1—y)xo—
C(l—z2,1—y)x; > (1—y)(x2—x1) paratodo 21 < 9
ey e [0,1].
3) Implicaciones S-probabilisticas: Ic(z,y) = C(z,y) —
x4+ 1 donde C' es una cépula.
4) Implicaciones de S-supervivencia: fg (z,y) =y+C(1—
2,1 —y) donde C' es una cépula.
Concretamente, en [5] se obtiene la caracterizacion de las
implicaciones S-probabilisticas y de las implicaciones de
S-supervivencia. En dicha caracterizacién, juegan un papel
importante tanto el concepto de negacién natural de una
implicacién dada por Ny(x) = I(x,0), como las propiedades
adicionales siguientes:

= El principio de neutralidad por la izquierda,

I(1,y) =y,

n El 2-crecimiento,

y € [0,1]. (NP)

I(zo, 1) +1(z1,92) < I(xy,y1)+1(22,92), (2—1C)

para todo x1 < x2 e y1 < Yo

En este punto, la caracterizacion es la siguiente:
Teorema 2: Sea I : [0,1]> — [0,1] una funcién binaria.
Entonces las afirmaciones siguientes son equivalentes:
i) I satisface (NP), (2-IC), N;(z) = Nq(z) =1 -z e
1(0,y) = I(x,1) = 1 para todo z,y € [0, 1].
ii) I es una implicacion material generada por una co-
cépula D y la negacién borrosa N, ie., I(z,y) =
D(1 —z,y).
iii) I es una implicacién S-probabilistica generada por una
copula C.
iv) I es una implicacién de S-supervivencia generada por
una cépula C”.

Ademds, las expresiones de D, C'y C’ son tnicas y vienen
dadas por

D(Z‘,y) :I(l_%y),
C(aj7y) zl(a:,y)+a:— 1a
Cl(l‘,y) :I(l—CC,l—y)—Fy—l,

para todo x,y € [0,1].

La relevancia de este resultado radica en el hecho que se
demuestra que las familias de implicaciones S-probabilisticas
y de S-supervivencia son en realidad la misma y ademas,
coinciden con las implicaciones materiales generadas por una
co-copula y N.. Asi, cualquier futuro estudio relativo a estas
implicaciones puede centrarse en una sola de estas familias y
los resultados pueden ser facilmente reescritos en términos de
las otras familias.

Un estudio similar se lleva a cabo en [6] para las familias de
implicaciones probabilisticas e implicaciones de superviven-
cia. En dicho trabajo, se obtienen las caracterizaciones de estas
familias demostrando de nuevo que ambas familias coinciden.
El siguiente resultado aporta dicha caracterizacion.

Teorema 3: Sea I : [0,1]> — [0,1] una funcién binaria.
Entonces las afirmaciones siguientes son equivalentes:

i) I es una implicacién probabilistica derivada de una
copula C.
ii) I es una implicacién de supervivencia derivada de una
cépula C’.
iii) I satisface (I1), (NP), I(0,y) = 1 para todo y € [0, 1],
la propiedad

2ol (z2,y1) + 21l(z1,y2) < 21l(z1,91) + 221 (22, Y2)
paratodo z1 < zo ey < Yo y

1 siz=0,
Ni(z) = Np,(z) = { 0 en otro caso.

Ademds, las expresiones de C'y C’ son tnicas y vienen dadas
por

Clz,y) =al(z,y),
C'z,y) =ax+y—-1+10—-2)I(1—-2,1-1y),

para todo z,y € [0,1].

La coincidencia de estas dos familias puede demostrarse de
forma alternativa usando el concepto de cépula de supervi-
vencia C* que a partir de una cépula C, se construye como
C*(z,y) =x+y—1+C(1—x,1—y) para todo z,y € [0, 1].

Teorema 4: Sea C' una cépula y sea I una funcién binaria.
Entonces I es una implicaciéon probabilistica derivada de la
copula C si, y sélo si, I es una implicacién de supervivencia
derivada de la cépula C*. Esto es, Ic = I}.. o, equivalente-
mente, Ic- = If.

En resumen, las caracterizaciones obtenidas en los articulos
[5] y [6] han permitido, por una parte, reducir cinco familias de
funciones de implicacién borrosas a dos tnicas familias y por
otra parte, clarificar su estructura y propiedades adicionales.
Esto permitird simplificar el estudio de dichas familias y
facilitar su aplicacién en cualquier campo donde las funciones
de implicacién borrosa han demostrado su utilidad.
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