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Un marco semántico general para la

Lógica de Simplificación

Pablo Cordero, Manuel Enciso, Angel Mora

Universidad de Málaga,

Andalucı́a Tech.

Málaga, Spain

{pcordero,enciso}@uma.es, amora@ctima.uma.es

Vilem Vychodil

Dept. Computer Science

Palacky University Olomouc

Olomouc, Czechia

vilem.vychodil@upol.cz

Resumen—Presentamos una generalización de la Lógica de
Simplificación para el razonamiento con reglas “si-entonces”
sobre atributos difusos. Las implicaciones y la lógica propuesta
están parametrizadas por sistemas de conexiones de Galois
isótonas que permiten manejar diferentes interpretaciones de
dependencias entre datos. Describimos la semántica de las reglas
y el sistema axiomático de la lógica.

Index Terms—Teorı́a de retı́culos, lógica difusa, implicaciones

I. PARAMETRIZACIONES POR CONEXIONES DE GALOIS

ISÓTONAS

En este trabajo resumimos el presentado en [9] que se

enmarca dentro del Análisis Formal de Conceptos (AFC) [1]

en su versión difusa. Ésta considera un retı́culo completo resi-

duado L y define un L-contexto como una terna I = 〈X,Y, I〉
donde X e Y son conjuntos no vacı́os de objetos y atributos

respectivamente e I es una L-relación difusa de X en Y . Para

cada objeto x ∈ X , se considera el conjunto difuso Ix ∈ LY

tal que Ix(y) = I(x, y) para todo y ∈ Y . Una implicación

de atributos es una expresión A ⇒ B donde A,B ∈ LY y se

dice que el contexto I la satisface si A ⊆ Ix implica B ⊆ Ix
para todo x ∈ X .

Nuestra propuesta explora sistemas de inferencia generales

para razonar con implicaciones entre atributos difusos. Toma-

mos como punto de partida la generalización presentada en

[3], donde el autor considera, como parámetros, un conjunto

S de conexiones de Galois isotonas que es cerrado bajo com-

posición y contiene a la identidad. Propone una axiomatización

completa basada en los Axiomas de Armstrong. En este marco

general, una implicación A ⇒ B es cierta en Ix si, para todo

〈f , g〉 ∈ S, se cumple que f(A) ⊆ Ix implica f(B) ⊆ Ix.

Como alternativa a los bien conocidos Axiomas de Arms-

tong [7], en [8] los autores propusieron una Lógica de Simplifi-

cación y nuevos métodos para la manipulación automática de

implicaciones [10], [11]. Posteriormente, en [4], se propuso

la lógica FASL (Fuzzy Attribute Simplification Logic) para

implicaciones de atributos con grados y parametrizados por

“hedges”.

En este resumen mostramos una generalización de la Lógica

de Simplificación, equivalente a la citada [3], para impli-
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caciones con grados cuya semántica está parametrizada por

conexiones de Galois isótonas.

II. MARCO TEÓRICO

En este marco general, consideramos, como estructura para

los grados, un retı́culo co-residuado completo, es decir, un

álgebra L = 〈L,≤,⊕,⊖, 0, 1〉 satisfaciendo las siguientes

condiciones:

〈L,≤, 0, 1〉 es un retı́culo completo donde 0 es el mı́nimo

y 1 es el máximo. Como es usual, usamos los sı́mbolos

∨ y ∧ para denotar respectivamente supremo e ı́nfimo.

〈L,⊕, 0〉 es un monoide conmutativo.

El par 〈⊕,⊖〉 satisface la siguiente propiedad de adjun-

ción: para todo a, b, c ∈ L,

a ≤ b⊕ c si y solo si a⊖ b ≤ c. (1)

LY denota el conjunto de todos los L-conjuntos difusos en

el universo Y . Las operaciones en L se extienden elemento a

elemento a los L-conjuntos difusos en la forma habitual: Para

A,B ∈ LY los L-conjuntos difusos A ⊕ B and A ⊖ B se

definen como (A ⊕ B)(y) = A(y) ⊕ B(y) y (A ⊖ B)(y) =
A(y)⊖B(y) para todo y ∈ Y .

Las parametrizaciones [3] que se usan en nuestra propuesta

se definen en términos de conexiones de Galois isótonas

en 〈LY ,⊆〉. En particular, consideramos pares 〈f , g〉 donde

f , g : LY → LY son tales que, para todo A,B ∈ LY ,

f(A) ⊆ B si y solo si A ⊆ g(B). (2)

Es bien conocido que esta definición es equivalente a pedir

que ambas funciones sean isótonas, que g ◦ f se inflacionaria

y que f ◦ g sea deflacionaria. Como consecuencia, g ◦ f es

un operador de cierre y f ◦ g es un operador de núcleo

(operador interior).

Además, para cualquier isomorfismo f in 〈LY ,⊆〉, el par

〈f ,f−1〉 es una conexión de Galois isótona y, en particular,

la función identidad IY : LY → LY lo es. Otro ejemplo in-

teresante es 〈0Y ,1Y 〉 donde 0Y (A)(y) = 0 y 1Y (A)(y) = 1,

para cualquier A ∈ LY e y ∈ Y .

Por último, dadas dos conexiones de Galois isótonas

〈f
1
, g

1
〉 y 〈f

2
, g

2
〉, su composición 〈f

1
◦ f

2
, g

2
◦ g

1
〉 es

también una conexión de Galois.
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Definición 1 ( [3]): Una familia de conexiones de Galois

isótonas S in 〈LY ,⊆〉 es una L-parametrización si S =
〈

S, ◦, 〈IY , IY 〉
〉

es un monoide. En otras palabras, si S es

es cerrada para la composición y contiene a la identidad.

III. LÓGICA DE SIMPLIFICACIÓN PARAMETRIZADA

Dado un alfabeto Y no vacı́o, cuyos elementos se deno-

minan atributos, el conjunto de fórmulas bien formadas del

lenguaje es:

LY = {A ⇒ B | A,B ∈ LY }.

Las fórmulas del lenguaje se denominan implicaciones y

para cada implicación, la primera y segunda componente se

denomina premisa y conclusion respectivamente. Finalmente,

los conjuntos de implicaciones Σ ⊆ L se denominan teorı́as.

Sobre este lenguaje, definimos la Lógica de Simplificación

presentando la semántica y un sistema axiomático. Finalmente,

en la publicación de referencia del presente resumen [9],

se prueba que la visión semántica y sintáctica coinciden,

probando la corrección y completitud de la lógica propuesta.

Antes de definir la interpretación de las fórmulas, introduci-

mos el concepto de L-conjuntos difusos S-aditivos que juegan

un papel fundamental en los modelos.

Definición 2: Sea Y un conjunto no vacı́o y S una L-

parametrización. Un L-conjunto difuso A ∈ LY se dice S-

aditivo si, para todo B,C ∈ LY y 〈f , g〉 ∈ S,

f(B) ⊆ A y f(C) ⊆ A implica f(B ⊕ C) ⊆ A.

La proposición siguiente es directa a partir de la Definción 2

y (2).

Proposición 1: Sea Y un conjunto no vacı́o y S una L-

parametrización. Un L-conjunto difuso A ∈ LY es S-aditivo

si y solo si g(A)⊕ g(A) = g(A).

Dada una L-parametrización S, los modelos de la lógica se

definen en términos de L-conjuntos S-aditivos de la siguiente

forma:

Definición 3: Sea A ⇒ B ∈ LY . Un conjunto S-aditivo

M ∈ LY es un modelo para A ⇒ B si, para todo 〈f , g〉 ∈ S,

f(A) ⊆ M implica que f(B) ⊆ M .

Denotamos el conjuntos de los modelos de A ⇒ B por

Mod(A ⇒ B). De forma usual, el conjunto de modelos para

una teorı́a Σ ⊆ LY se define como

Mod(Σ) =
⋂

A⇒B∈Σ

Mod(A ⇒ B).

Por extensión, un L-contexto I = 〈X,Y, I〉 es un modelo de

A ⇒ B cuando {Ix | x ∈ X} ⊆ Mod(A ⇒ B).

Definición 4: Sea A ⇒ B ∈ LY y Σ ⊆ LY . La implicación

A ⇒ B se dice semánticamente derivada de la teorı́a Σ,

denotado por Σ |= A ⇒ B, si Mod(Σ) ⊆ Mod(A ⇒ B).

Introducimos por último en el presente resumen el sistema

axiomático de la lógica.

Definición 5: El sistema axiomático está formado por un

esquema de axioma y tres reglas de inferencia:

Reflexividad: infiere A ⇒ A,

Composición: de A ⇒ B,A ⇒ C infiere A ⇒ B ⊕ C,

Simplificación: de A ⇒ B,C ⇒ D infiere A⊕ (C ⊖B) ⇒ D,

Extensión: de A ⇒ B infiere f(A) ⇒ f(B).

para todo A,B,C,D ∈ LY y 〈f , g〉 ∈ S.

Del modo habitual, se dice que una implicación A ⇒ B ∈
LY es sintácticamente derivada de (o inferida por) una teorı́a

Σ ⊆ LY , denotado por Σ ⊢ A ⇒ B, si existe una secuencia

σ1, . . . , σn ∈ LY tal que σn es A ⇒ B y, para todo 1 ≤ i ≤ n,

una de las siguientes condiciones se cumple:

σi ∈ Σ;

σi es un axioma (Reflexividad);

σi se obtiene aplicando reglas de inferencia (Compo-

sición, Simplificación o Extensión) a implicaciones de

{σj | 1 ≤ j < i}.

El siguiente teorema asegura que ambos pilares de la lógica,

las derivaciones semánticas y sintácticas, coinciden.

Teorema 1 (Corrección y completitud): Para cualquier im-

plicación A ⇒ B ∈ LY y cualquier teorı́a Σ ⊆ LY , las

siguientes afirmaciones se cumplen:

1. Σ ⊢ A ⇒ B implica Σ |= A ⇒ B.

2. Si LY es finito, Σ |= A ⇒ B implica Σ ⊢ A ⇒ B.
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