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Resumen—Decidir si dos muestras pertenecen o no a la misma
distribucion es un problema que aparece en muchas ramas de
la ciencia y de la industria. La herramienta mas usada para
este problema es un contraste de hipotesis basado en el test
Chi-cuadrado. El resultado de este procedimiento depende del
llamado p-valor. El problema de este p-valor es que no recoge
la incertidumbre asociada al tamano de las muestras. Es decir,
el proceso de decision de si dos muestras multinomiales son o
no iguales es el mismo tanto para tamafios muestrales pequeiios
como para tamaiios muestrales muy grandes. En este trabajo
presentamos una metodologia Bayesiana que es muy facil de
implementar. En este caso devolvemos una distribucion a poste-
riori sobre un indice de diferencia entre dos distribuciones. Al
ser un esquema Bayesiano podemos cuantificar la incertidumbre
en la que se basan nuestras decisiones, y como consecuencia
mas directa, podemos determinar si el tamafio de las muestras
es suficientemente grande como para tomar decisiones robustas
acerca de si dos muestras multinomiales pertenecen o no la misma
distribucion.

Index Terms—Test de dos muestras, Test Chi-cuadrado, Test
Bayesiano.

I. INTRODUCCION

Los test de dos muestras (two-sample tests) son muy utiles
tanto en industria como en ciencia. Estos se basan en comparar
si dos conjuntos de datos estdn generados por la misma distri-
bucidn o no [5]. Para el caso de la industria nos encontramos,
por ejemplo, con los test A/B [4], que nos sirven para comparar
dos versiones de un mismo disefio para ver cudl de los dos se
comporta estadisticamente mejor. Ejemplos de esto podemos
encontrarlos en las empresas que envian distintas versiones
de un correo a diferentes destinatarios, o en la web, donde
aparecen varias versiones de la misma pagina para los distintos
visitantes [4]. En el caso de la ciencia, un claro ejemplo son
los ensayos clinicos, en los que se dispone de dos grupos
de individuos con una cierta enfermedad o accidente donde
a uno de ellos se le administra un determinado tratamiento
(grupo experimental) y el otro grupo (grupo de control) al
que o bien no se le administra ningln tratamiento o bien se
le administra otro en fase de pruebas y es comparado con el
experimental con el objetivo de sacar conclusiones acerca de
los tratamientos utilizados [1].

Mediante los test de hipétesis Chi-cuadrado podemos com-
parar si el conjunto de datos proviene o no de una misma
distribucién a través de una hipdtesis nula y otra alternativa. En
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este caso, esto se mediria con el p-valor, que pasado de cierto
umbral prefijado hace que se rechace o acepte la hipdtesis
nula. Sin embargo, el p-valor no mide la incertidumbre debido
principalmente al tamafio de la muestra. Entonces nos surge
la pregunta: ;cudl es el tamafio de muestra necesario para
estar seguros de que las conclusiones obtenidas en el test de
hipétesis no dependen de dicho tamafio? El test Chi-cuadrado
(y otros test frecuentistas) no puede dar respuesta a esta
pregunta [3].

En este trabajo proponemos un método alternativo basado en
estadistica Bayesiana. Este método no da respuestas binarias
como hace el test Chi-cuadrado o los test frecuentistas (se
acepta o0 no se acepta la hipdtesis nula) debido a que nos
proporcionan una probabilidad a posteriori de que sea o
no cierta la hipdtesis nula, donde la incertidumbre se va
reduciendo segliin se aumenta el tamafio de la muestra [2].
Este test se basa en una técnica llamada a prioris jerdrquicas
de potencia, o en inglés Hierarchical Power Priors (HPP) [2].

II. CONOCIMIENTOS PREVIOS

En muchos problemas de inferencia Bayesiana no podemos
calcular la distribucién a posteriori directamente debido a
que la constante de normalizacién no se puede calcular. Por
ejemplo, sea x un conjunto de observaciones, y p un conjunto
de variables latentes, si queremos calcular la distribucién a
posteriori P(p|x), que sabemos que P(p|x) = %,
en algunas ocasiones no podremos calcular el denominador,
bien porque la dimensiéon sea muy grande o bien porque la
integral tiene una expresién muy compleja. Para resolver esto
se utiliza la estadistica bayesiana, donde se define una ¢(p|w)
lo mds cercana posible a P(p|z) en distancia de Kullback-
Leibler, esto es, buscamos arg min,, KL(¢(p|w), P(p|z)).

Es decir, cuando intentamos calcular esta probabilidad a
posteriori lo que se hace es buscar una distribucién que sea
lo mas cercana posible a esta, en términos de la distancia
de Kullback-Leibler. Una vez hecho esto, se buscan los
pardmetros de la distribucién ¢(p|lw) que mejor aproxima a
la a posteriori verdadera P(p|z).

III. A PRIORIS JERARQUICAS DE POTENCIA

El modelo HPP [2] es un modelo probabilistico generativo
que permite modelar cambios en los pardmetros de una dis-
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tribucién. En la Fig. 1 podemos ver una descripcién gréfica
de este modelo y, por otro lado, el Algoritmo 1 nos muestra
una descripcion en pseudocddigo de este método: (1) en el
primer paso, pp se muestrea de una distribucién Dirichlet de
hiper-pardmetros «,, = (1,...,1), (2) en el segundo paso, se
generan los datos de la primera muestra en base al pardmetro
po previamente generado, (3) en el tercer paso se calcula la
distribucién a posteriori de py dados los datos muestreados,
que también sigue una distribucién Dirichlet, donde «q son
los parametros de la distribucién a posteriori de pgy, (4) en
el cuarto paso, muestreamos p a partir de una distribucion
exponencial truncada en el intervalo [0, 1] y de pardmetro fijo
v = 0.1, (5) en un quinto paso, se muestrea el pardmetro p;
a partir de una Dirichlet con pardmetro pag + (1 — p)w, (6)
y, por ultimo, en el sexto paso se muestrea x; en base a una
multinomial de pardmetro p;.

Figura 1: Modelo HPP.

Algoritmo 1 Modelo HPP.

po ~ Dir(1,...,1) = Dir(a,)
xo ~ Multinom(py)

Dir(ag) = P(pol|ro)

p ~ TruncExpjq 1)(7)
p1 ~ Dir(pag + 21 —p)ay)
x1 ~ Multinom(p; )

AN

En este modelo generativo de los datos, la variable p es
la que define la transicién entre los pardmetros pg y p1 que
generan los datos, p(p1|po, p), de forma que la distribucién a
posteriori de p; dado xg se calcularia como:

p(p1lzo, p) = / p(p1|po, p)p(polzo)dpo.

El problema es que para el caso de una distribucién Dirichlet
condicionada a otra distribucion Dirichlet, como sucede en
este caso para datos multinomiales, daria lugar a un modelo
no-conjugado, lo que complica el cédlculo de la distribucién
a posteriori. El1 modelo HPP define esta probabilidad de
transicion de manera implicita [2] bajo principios de maxima
entropia. El resultado es un modelo de transicién con las
siguientes propiedades:

= Si p = 0, entonces p(pi|po,p = 0) = p(pilaw)
denotamos p(p1|zo,p = 0) como p,(p1). Es decir, no
existe relacion entre py y p;.

» Si p = 1, entonces p(pi|po,p = 1) = 6(p1 — po) -
denotamos p(pi|xo,p = 1) como ps(p1|xg). Es decir,

existe una relacién deterministica de igualdad entre am-

bos, po = p1.
= Si 0 < p < 1, entonces

p(p1zo. p) X ps(p1|zo) pu(pr) =7,

es decir, es una mezcla de las dos situaciones extremas
anteriores. En el caso de la distribucion Dirichlet, esa
operacién se simplifica como la combinacién convexa
de sus hiper-pardmetros [2].

El modelo HPP nos permite aplicar inferencia variacional
para calcular la distribucién a posteriori del pardmetro p dados
los datos, es decir, p(p|zo,x1), siguiendo el Algoritmo 2.
Siguiendo el método variacional, esta probabilidad a posteriori
es aproximada por una distribucién exponencial truncada,
q(plw).

Como se ha comentado con anterioridad, p toma valores en
[0,1]. Si p = 0 significa que el cambio es absoluto, y por el
contrario, si p = 1, entonces no hay cambio. La probabilidad a
posteriori es la que nos da informacién sobre este cambio. Esto
no se trata de un test estadistico, sino que es una cuestién de
interpretacidn. Por otro lado, comentar que w es el pardmetro
de la exponencial truncada que aproxima a la a posteriori.

La funcion de densidad, ¢(p|w), asi como el valor esperado,
Eu[p], y la varianza, Var,[p], se calculan de la siguiente
manera:

vp
alo) = 7. M
1 1
Buldl = 1—— - @
1+ 2w _ Lw 2+ 2
Var,[p] = 6(ew _61)(2w2 - ) 3)

Ademés denotamos KL(\,\) como la distancia de
Kullback-Leibler entre dos distribuciones Dirichlet con
pardmetros A y )\, que se puede expresar como

KLOLX) =D (A= X) (@A) = 9(M))]
+ Z[lnF(X) —InT(\)] “)
+InT(N\g) — InT (X)),

la conocida funcion

siendo ¢(z) = LInl(z) = T(x)
digamma, g =Y Ay A\p =D N.

Algoritmo 2 Calcular ¢(p|w) =~ p(p|xo, z1).

Entrada: (zo, 1)
Salida: p(p|w)

I Ay = (1, ceey 1)

20 A1 =20+ Ay

3 =21+ M\

4: Repetir
5: w ZKL()\Q,/\U) _KL(AQ,)\l) +y
6: Az =1+ Eu[p]A1 + (1 = Eulp]) A
7: hasta convergencia
8: return ¢(p|lw)
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IV. EXPERIMENTOS

En esta seccién vamos a ver una serie de experimentos
(realizados en R) con el objetivo de comparar las diferencias
entre usar el método Chi-cuadrado, y el modelo HPP. Para ello
vamos a analizar cémo varian por un lado los p-valores, y por
otro, la salida del modelo HPP. Para llevar esto a cabo, con-
sideraremos una distribucién multinomial py, muestrearemos
y obtenemos una muestra xg, donde el tamafio muestral ird
variando. Con el mismo tamafio de la muestra, consideramos
también una distribucidon p;, muestreamos y obtenemos otra
muestra 1. Hecho esto es cuando aplicamos ambos test de
hipétesis y comparamos los resultados. Este experimento lo
repetiremos para diferentes tamafios de muestra (de menor a
mayor). A su vez para cada tamafio muestral, muestrearemos
un total de 1000 veces las muestras zog y x; y daremos un
diagrama de cajas mostrando los resultados.

Como hemos dicho, el test Chi-cuadrado da como respuesta
un valor, el p-valor, mientras que el método HPP da como
respuesta una probabilidad a posteriori p(p|zg, 21). Con el fin
de comparar ambos, de la salida del método HPP mostraremos
los siguientes valores: el mdximo a posteriori (MAP) de p,
arg max, p(p|zo, x1); el valor esperado de p, E,[p]; y la
varianza de p, Var,[p].

IV-A.  Comparacion de q(p|w) y P-valores para dos probabi-
lidades py y p1 iguales cuando aumenta el tamaiio muestral.

En este caso consideramos que ambas distribuciones son
iguales con py = p; = (0.5,0.2,0.1,0.1,0.1)7. De este
experimento extraemos las siguientes conclusiones:
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Figura 2: P-valor para dos distribuciones iguales cuando
aumenta el tamafio muestral. La linea roja horizontal muestra
el p-valor 0.05.

= Comenzaremos viendo qué ocurre con el p-valor. En la
Fig. 2 podemos ver la representaciéon grafica de éstos
segin aumenta el tamafio muestral. Como puede verse
con 10 muestras sale un p-valor menor que con el resto de
muestras, pero auin asi son valores suficientemente altos
como para aceptar la hipdtesis nula de igualdad entre las
dos distribuciones al 95 % de confianza (es decir, con un
nivel de significacién de 0.05).

= En segundo lugar, representamos graficamente el MAP
de p en la Fig. 3. Como puede verse, la representacion del
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Figura 3: MAP para dos distribuciones iguales cuando aumen-
ta el tamafio muestral.

10

o | -
=1

gE?g

1 Z

°

02 04
1

oom oo @

00

T T T T T T
10 50 100 500 1000 10000

Tamafio muestral

Figura 4: E,, [p] para dos distribuciones iguales cuando aumen-
ta el tamafio muestral.
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Figura 5: Var,[p] para dos distribuciones iguales cuando
aumenta el tamafio muestral.
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MAP coincide bastante con la de los p-valores obtenidos
mediante el método chi cuadrado. En este caso sin
embargo, disponemos de una probabilidad a posteriori
que nos permite saber también el valor esperado para p.
En la Fig. 4 vemos la representacion para E,[p] como
comentdbamos en el punto anterior. En esta imagen, y
a diferencia de los p-valores, podemos ver que ésta va
aumentando segin aumenta el nimero de muestras y la
variabilidad de la misma se va haciendo cada vez mds
pequedia, y por ello, mas precisa. Esta precisién también
puede verse a través de la varianza.

En la Fig. 5 tenemos la representacién grafica de Var,,[p].
En esta puede apreciarse como la varianza se va reducien-
do conforme aumenta el nimero de muestras, pudiendo
comprobarse que, efectivamente, la incertidumbre se re-
duce segtn se aumenta el tamafio de la muestra.

IV-B.  Comparacion de q(p|w) y P-valores para dos probabi-
lidades po y p1 distintas cuando aumenta el tamario muestral.

En este segundo experimento consideraremos que las dos
distribuciones son diferentes con py la misma que en el caso

anterior y p; =

(0.1,0.2,0.5,0.1,0.1). De este experimento

extraemos las siguientes conclusiones:
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Figura 6: P-valor para dos distribuciones distintas cuando
aumenta el tamafio muestral. La linea roja horizontal muestra
el p-valor 0.05.
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Figura 7: MAP para dos distribuciones distintas cuando au-
menta el tamafio muestral.
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Figura 8: E, [p] para dos distribuciones distintas cuando au-
menta el tamafio muestral.
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Figura 9: Var,[p] para dos distribuciones distintas cuando
aumenta el tamafio muestral.

= Al igual que en el caso anterior, empezaremos por el p-

valor. En la Fig. 6 podemos ver la representacion gréfica
de éstos. Desde el primer resultado con 10 muestras ya
puede verse un p-valor muy pequefio, con lo que se
rechazaria la hip6tesis nula de igualdad de distribuciones.
A continuacién, representamos graficamente el MAP de
p en la Fig. 7. Como puede verse, la representacion
es practicamente nula, como ocurria en el caso de los
p-valores, lo que da como resultado el rechazo de la
hipétesis nula.

En cuanto a E,,[p], podemos ver en la Fig. 8 la represen-
tacién de éstas segun el tamafio muestral. Al contrario
que en la Fig. 4, en esta imagen tenemos que los
valores esperados de p se van haciendo mdas pequefios
a medida que aumenta el tamafio muestral, y, ademds, su
variabilidad decrece de manera més rapida, por lo que es
mds exacta que en el caso anterior.

Por dltimo, vemos la representacién gréfica de Var,, [p] en
la Fig. 9. Como comentdbamos en el caso de la Fig. 8, se
ve que la representacion es mds exacta, cosa que también
puede verse reflejada en la varianza de p, dado que llega
un momento que es pricticamente nula.

10
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IV-C.  Comparacion de q(p|w) y P-valores cuando p; se aleja
de po, para un tamaiio muestral fijo.

En este tercer y tltimo experimento lo que hacemos es partir
de dos distribuciones iniciales iguales y vamos modificando la
segunda considerando un tamafio muestral fijo, en este caso,
po = (0.5,0.2,0.1,0.1,0.1)7 y el tamafio muestral de 50.
Estas modificaciones vienen dadas mediante la expresion

1= (1= X)po + XAy, @)

donde \; = 15 e @ = 0,1,2,...,10. Las representaciones
graficas que veremos a continuacion son el resultado de ir

comparando las distribuciones py y ps.
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Figura 10: P-valor cuando una distribucién se aleja de la
otra segun (5), para un tamafo muestral fijo. La linea roja
horizontal muestra el p-valor 0.05.
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Figura 11: MAP de ¢(p|w) cuando una distribucién se aleja
de la otra segtn (5), para un tamafio muestral fijo.

De este experimento extraemos las siguientes conclusiones:

= En la Fig. 10 tenemos la representacién de los p-valores
para las distintas distribuciones. Puede verse que con las
tres primeras distribuciones, las clasifica como iguales,
es decir, se acepta la hipdtesis nula; para 0.4, comete
bastantes errores a la hora de clasificarlas; y a partir de
0.5 no hay evidencia suficiente para aceptar la hipdtesis
nula, lo que quiere decir que las dos distribuciones no
serdn iguales.
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Figura 12: E,[p] cuando una distribucién se aleja de la otra
segun (5), para un tamafio muestral fijo.
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Figura 13: Var,, [p] cuando una distribucién se aleja de la otra
segun (5), para un tamafio muestral fijo.

= En la figura Fig. 11 tenemos la representacién grafica
del MAP. En este caso, podemos ver que se acepta la
hipétesis nula hasta 0.7, pero para los valores entre 0.6
y 0.9 hay bastante error a la hora de tomar la decision.
= La Fig. 12 estd representada el valor esperado de p para
cada una de las distintas probabilidades. Podemos ver
que comenzamos con valores bastante altos debido a que
las dos distribuciones son iguales en 0, y, a medida que
vamos aumentando p;, va tomando valores cada vez mas
pequeios. A su vez, puede verse que la variabilidad al
comienzo es bastante mds pequefia, y conforme se va
avanzando en la grifica, esta se va haciendo mds grande.
= En cuanto a Var,[p], podemos ver en la Fig. 13 que hasta
el valor 0.7 va creciendo un poco (lo que explica que
la variabilidad de la gréfica anterior sea un poco mayor
entre estos valores), pero decrece a partir de este hasta el
final, tomando incluso un valor mds bajo que en inicial.

V. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

En este articulo hemos explorado un test Bayesiano de dos
muestras basado en el modelo HPP [2]. Este test devuelve
una probabilidad a posteriori sobre la tasa de cambio de la
distribucién, p(p|zg,2z1). Hemos visto que se comporta de
forma similar al test Chi-cuadrado cuando comparamos con el

11
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valor MAP. Pero tiene la ventaja de que es capaz de cuantificar
la incertidumbre asociada al tamaiio de la muestra, al contratio
que el test Chi-cuadrado. Como trabajos futuros, pretendemos
extender el test para datos continuos y compararlo con otros
test Bayesianos presentes en en la literatura.
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