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1st Máximo Méndez

Instituto Universitario de Sistemas Inteligentes (SIANI)

Universidad de Las Palmas de Gran Canaria (ULPGC)

España

maximo.mendez@ulpgc.es

2nd Daniel Alejandro Rossit

Departamento de Ingenierı́a

CONICET, Universidad Nacional del Sur (UNS)

Argentina

daniel.rossit@uns.edu.ar

3rd Mariano Frutos

Departamento de Ingenierı́a

CONICET, Universidad Nacional del Sur (UNS)

Argentina

mfrutos@uns.edu.ar

4th Begoña González
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Resumen—Este trabajo presenta un algoritmo evolutivo mul-
tiobjetivo (AEMO) el cual divide el espacio de los objetivos, en
varias regiones utilizando la solución Nadir calculada en cada
generación del algoritmo. Para la clasificación de las soluciones
de las distintas regiones en frentes no-dominados, se utilizan
diferentes estrategias de optimización de las funciones objetivo.
La idea es intensificar la diversidad del frente de soluciones no-
dominadas alcanzado. El algoritmo propuesto (NSGA-II/OSD)
se implementa sobre el algoritmo NSGA-II y se ensaya sobre
el Problema de la Mochila 0/1 Bi-Objetivo (MOKP-0/1) bien
conocido en la comunidad multiobjetivo. Con dos objetivos, este
problema es de difı́cil resolución para un AEMO dado el elevado
número de soluciones superpuestas (overlapping solutions) que
se generan durante su evolución. El método propuesto ofrece
muy buen desempeño cuando es comparado con los algoritmos
NSGA-II y MOEA/D muy reconocidos ambos en la literatura
especializada.

Index Terms—Optimización, Algoritmos Evolutivos Multiob-
jetivo, Dominancia de Pareto, MOKP0/1, NSGA-II, MOEA/D.

I. INTRODUCCIÓN

Un problema de optimización multiobjetivo (POM) es aquel

que corresponde a una cierta realidad industrial, económica o

de otra ı́ndole y sobre el que un decisor desea optimizar varios

objetivos usualmente en conflicto entre sı́. Cuando se resuelve

un POM de complejidad difı́cil, métodos metaheurı́sticos

son muy apropiados. Estos métodos no grantizan obtener el

frente exacto de soluciones no-dominadas, pero sı́ un conjunto

aproximado.

La segunda generación de algoritmos evolutivos multiob-

jetvo (AEMOs), ha demostrado obtener excelentes resultados

resolviendo POM [1]. De naturaleza estocástica, los AEMOs

están basados en el concepto de población de soluciones lo

que les proporciona gran destreza para encontrar múltiples

soluciones no-dominadas en espacios de soluciones de diversa

naturaleza. NSGA-II [2] y MOEA/D [12] son dos AEMOs

muy reconocidos en la comunidad cientı́fica multiobjetivo. El

primero, utiliza una clasificación de rangos por dominancia

como mecanismo de convergencia, mientras que crowding-

distance es el mecanismo usado para diversificar las solu-

ciones. El segundo, funciona descomponiendo el POM en

un número de subproblemas escalares o mono-objetivos que

son resueltos todos a la misma vez mediante la evolución

de una población de soluciones. Algunos trabajos recientes

describen dificultades en cuanto a la especificación del punto

de referencia en MOEA/D [6], [7], [9], [11]. Trabajos con

AEMOs que incluyan un sub-división del espacio de los

objetivos como la propuesta en este trabajo son muy escasos,

sólo hemos encontrado [8], [10].

El problema de la mochila multiobjetivo en variables bina-

rias (MOKP/0-1) es un problema combinatorio bien conocido

y ampliamente manejado en la comunidad multi-objetivo. Un

considerable número de métodos exactos y metaheurı́sticos,

ver por ejemplo [3], [5], [12], intentan resolver este problema.

En [4], se señala que se genera un elevado número de

soluciones superpuestas (overlapping solutions) cuando los

AEMOs se aplican a problemas combinatorios con muchas

variables de decisión y baja dimensionalidad. La aparición de

soluciones superpuestas cuando el Problema de la Mochila 0/1

Bi-Objetivo se resuelve con un AEMO, tiene un significativo

impacto negativo sobre la diversidad del frente final de solu-

ciones no-dominadas alcanzado.

Se propone un hı́brido de NSGA-II, que subdivide el espacio

de los objetivos en varias regiones utilizando la solución Nadir
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calculada en cada generación del algoritmo. Las distintas

subdivisiones utilizan diferentes estrategias de optimización

de las funciones objetivo. La idea que subyace es intensificar

la diversidad de soluciones del frente alcanzado, permitiendo

que soluciones dominadas por los extremos del frente no-

dominado alcanzado en cada generación del algoritmo puedan

entrar en la población N no-dominada del algoritmo.

El resto del trabajo se organiza de la siguiente manera.

En la sección II se presentan algunos conceptos básicos para

entender mejor este trabajo. En la sección III se describe el

método propuesto. Los resultados experimentales se detallan

en la sección IV. Por último, en la sección V se presentan las

conclusiones.

II. CONCEPTOS BÁSICOS

En términos de minimización, un POM puede ser definido

de la siguiente forma:

Min. F (x) = f1(x), f2(x), ..., fn(x)
s.a.
gk(x) ≤ 0 k ∈ (1, 2, ..., p)
hl(x) = 0 l ∈ (1, 2, ..., q)

(1)

donde F (x) es el vector de objetivos a minimizar y n ≥ 2 el

número de objetivos. Las ecuaciones gk(x) ≤ 0 y hl(x) = 0
representan respectivamente p restricciones de desigualdad y

q restricciones de igualdad. Los valores de x que satisfacen

el conjunto de las (p + q) restricciones, definen el espacio

realizable S. El vector x = (x1, x2, ..., xm) ∈ S es un vector

solución de m variables de decisión.

El conjunto de las imágenes de cada solución realizable en

el espacio de la decisión, conforma el conjunto de soluciones

realizables en el espacio de los objetivos Z = f(S) definido

como Z = {z1 = f1(x), ..., zn = fn(x), ∀x ∈ S} y donde

z = (z1, ..., zn) ∈ Rn representa una solución realizable en el

espacio de los objetivos.

Una solución zt = (zt1, z
t
2, ..., z

t
n) ∈ Z domina una solución

zu = (zu1 , z
u
2 , ..., z

u
n) ∈ Z y se le conoce como Pareto-óptima

si se verifican las siguientes condiciones:

1. ztj ≤ zuj ∀j ∈ (1, 2, ..., n)
2. ∃j ∈ (1, 2, ..., n) tal que ztj < zuj
Al conjunto de soluciones Pareto-óptimas en el espacio de

soluciones se le llama conjunto óptimo de Pareto y a su imagen

en el espacio de objetivos frente óptimo de Pareto.

II-A. MOEA/D con especificación de Zhang del punto de

referencia

Básicamente, MOEA/D trabaja descomponiendo un POM

en un número finito de sub-problemas escalares y resolviéndo-

los simultáneamente mediante la evolución de una población

de soluciones. Algunos enfoques para convertir un POM en un

sub-problema escalar se pueden consultar en [12]. El enfoque

de Tchebycheff se expresa como sigue:

Min. gte(x|λ, z∗) = máx
1≤i≤n

{λifi(x)− z∗i }

s.a. x ∈ X
(2)

donde z∗ = (z∗1 , ..., z
∗
n) es el punto de referencia (PR)

especificado en este trabajo de la siguiente forma:

z∗i = α ∗min{fi(x)|x ∈ X} paracada i = 1, ..., n (3)

y donde α ≥ 1.

II-B. MOEA/D con especificación de Ishibuchi del punto de

referencia

Ishibuchi et al. proponen en [6] usar en (2) la siguiente

especificación para el PR:

zR = z∗i − αt(z
max
i − z∗i ) (4)

donde z∗i = (z∗1 , ..., z
∗
n) corresponde al mı́nimo valor en la

función objetivo i, zmax
i = (zmax

1 , ..., zmax
n ) corresponde al

máximo valor de la función objetivo i en la generación en

curso y αt es un parámetro que decrece en cada generación

del algoritmo. De (4) es obvio que cuando αt = 0 los valores

zR y z∗ tienen los mismos valores.

Para hacer que el valor zR se aproxime gradualmente al

valor del punto de referencia z∗ durante la ejecución del

algoritmo, el valor αt es modificado en cada generación según:

αt = α (tmax − t)/(tmax − 1) (5)

donde α es un valor inicial de αt, tmax es el número máximo

de generaciones del algoritmo y t es la generación actual.

Nótese que el valor final de αt en la última generación es

cero, i.e., zR tiende a z∗ durante la ejecución del algoritmo.

III. MÉTODO PROPUESTO

El algoritmo propuesto en este trabajo consiste en una

versión modificada de NSGA-II, en los siguientes términos:

1. En cada generación t del algoritmo: una población Rt =
Pt + Qt es construida con Pt la población de padres

de tamaño N y Qt la población de hijos (tamaño N)

generados de las operaciones de cruzamiento y mutación

a partir de la población N construida en la generación

t-1.

2. A partir de la población Rt la solución Nadir es identi-

ficada mediante algún método.

3. En base a la solución Nadir el espacio de los objetivos

se divide en tres regiones independientes R1, R2 y R3

tal como se indica en la Fig. 1 izquierda.

4. Las soluciones de cada región R1, R2 y R3 son clasifica-

das (complejidad computacional O(n2N)) en diferentes

frentes no-dominados (F1, F2,...,Fn). Para la clasifica-

ción de las soluciones, se usan diferentes criterios de

optimización de las funciones objetivo f1 y f2.

a) Región R1: Las dos funciones objetivo f1 y f2 son

siempre maximizadas (ver Fig. 1 derecha).

b) Región R2: La función f1 es siempre maximizada.

La función f2 es maximizada si se cumple la

condición t≥nt, en caso contrario f2 es minimizada

(ver Fig. 1 derecha). El valor t es la generación

actual y nt un parámetro (número de generaciones
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que se maximiza o minimiza la función objetivo)

que se define como:

nt = α tmax 0 ≤ α ≤ 1 (6)

c) Región R3: La función f2 es siempre maximizada.

La función f1 es maximizada si se cumple la

condición t≥nt, en caso contrario f1 es minimizada

(ver Fig. 1 derecha).

Finalizado el paso 4, toda la población Rt queda clasi-

ficada en frentes de no-dominación (F1, F2,...,Fn).

5. Para completar la población Pt+1 hasta alcanzar un

tamaño N, como en NSGA-II, las soluciones con menor

rango primero, y mayor crowding-distance segundo, son

escogidas.

Figura 1. División propuesta del espacio de los objetivos en base a la solución
Nadir (izquierda). Criterios de optimización de las funciones objetivo para
cada región R1, R2 y R3 (derecha).

IV. EXPERIMENTOS Y COMPARACIONES

IV-A. Problema de la Mochila Multiobjetivo MOKP/0-1

El problema de la mochila multiobjetivo en variables bi-

narias (MOKP/0-1) consiste en una serie de objetos o ı́tems

con un peso, un beneficio asociado a cada uno de ellos y un

lı́mite de capacidad para cada mochila. Ası́, la tarea radica

en encontrar el subconjunto de objetos que maximicen los

beneficios totales de cada mochila y que puedan ser colocados

en dichas mochilas sin exceder sus lı́mites de capacidad. El

problema es de complejidad NP-difı́cil y puede ser usado para

modelar cualquier aplicación real que se ajuste al modelo

descrito en (7).

El MOKP/0-1 puede ser definido formalmente como sigue:















max. fi(x) =
m
∑

j=1

bijxj i = 1, ..., n

s.a.
m
∑

j=1

wijxj ≤ ci xjϵ{0, 1}
(7)

donde: m=número de objetos, xj=variable de decisión,

n=número de sacos, bij=beneficio objeto j según saco i,

wij=peso objeto j según saco i y ci = capacidad saco i.

IV-B. Configuración de parámetros y métricas

En este trabajo, las implementaciones de NSGA-II y

MOEA/D se han realizado según [2] y [12]. Ambos algoritmos

son aplicados sobre el 500-MOKP/0-1 con dos objetivos, los

datos del problema y frente óptimo pueden descargarse de:

http://www.tik.ee.ethz.ch/ sop/download/supplementary/

testProblemSuite/.

En todos los experimentos se utilizó codificación binaria,

cruce uniforme de probabilidad 0.8 y probabilidad de mutación

(bit a bit) de 1/500. Un número de 400000 evaluaciones de

la función objetivo se usó como condición de parada. Tres

tamaños de la población N=50, N=100 y N=200 soluciones

fueron utilizadas en los tres algoritmos NSGA-II/OSD, NSGA-

II y MOEA/D. Los valores examinados para el parámetro α
definido en (6) de balance convergencia/diversidad de NSGA-

II/OSD fueron α= 0.0, 0.1, 0.2, 0.3 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9

y 1.0. Con MOEA/D, los valores ensayados de α en el cálculo

del punto de referencia z∗ según la especificación de Zhang

definida en (3) fueron α= 1.0, 1.05, 1.1, 1.15, 1.2, 1.25, 1.3; en

la versión de Ishibuchi para el cálculo del punto de referencia

zR definido en (4) y (5), los valores se fijaron en α= 0.0, 0.05,

0.1, 0.5, 1.0, 1.1, 2.0, 3.0, 4.0, 5.0 y 10.0.

Para la comparación de los resultados obtenidos por los

algoritmos, se emplearon la S-metric o hipervolumen H (punto

de referencia usado el 0,0) sugerida en [13] y visualizaciones

de los frentes de soluciones de Pareto alcanzados de valor H

más próximo al valor medio final calculado en 30 ejecuciones

independientes.

IV-C. Análisis previo: NSGA-II/OSD y efectos de variar el

parámetro α

En esta subsección se analizan las influencias en la conver-

gencia y diversidad del frente de soluciones alcanzado, cuando

se varı́a el parámetro α en la ecuación (6) en el algoritmo

propuesto NSGA-II/OSD. En la Fig. 2 (izquierda), se muestran

los valores del hipervolumen medio al modificar los valores

del parámetro α. Se puede observar que los mejores valores de

H se obtienen para valores intermedios del parámetro α. Para

mejor interpretar estos resultados, la Fig. 2 (centro) muestra

los efectos sobre la distribución de soluciones de los frentes

de Pareto obtenidos cuando N=200. Los frentes de Pareto de

menor diversidad (mayor convergencia) y mayor diversidad

(menor convergencia) se obtienen cuando α=0.0 y α=1.0

respectivamente. El frente con el mejor valor del hipervolumen

se alcanza cuando α=0.5, ver la Fig. 2 (derecha).

IV-D. Resultados comparativos: NSGA-II/OSD vs NSGA-II

En esta subsección se compara el algoritmo NSG-II/OSD

propuesto en este trabajo con el algoritmo NSGA-II de Deb

et al. [2]. La Fig. 3 muestra los frentes de soluciones de Pareto

obtenidos por ambos algoritmos. Se observa que el frente

de soluciones alcanzado con el método propuesto (α=0.5)

tiene bastante más diversidad que el alcanzado por NSGA-

II, aunque en términos de convergencia parece que NSGA-

II obtiene mejor valor. La Fig. 4 (izquierda) muestra que en

términos de la métrica H, el frente de soluciones logrado

por NSGA-II/OSD es mejor que el obtenido por NSGA-II;

también la Fig. 4 (derecha) señala para NSGA-II/OSD un

menor valor de la desviación estándard del hipervolumen. En

la Fig. 5 (izquierda) se aprecia que durante la evolución de
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Figura 2. Valores H al variar el parámetro α en el algoritmo propuesto NSGA-II/OSD (izquierda). Gráficas de soluciones no-dominadas con el valor H más
próximo al valor medio final en 30 ejecuciones (centro). Evolución del hipervolumen medio de los frentes mostrados en la gráfica central (derecha).

los algoritmos, el porcentaje de soluciones diferentes en la

población N de soluciones es siempre mejor para el algoritmo

propuesto, lo que justifica la mayor diversidad del frente de

soluciones logrado por NSGA-II/OSD. También, el número de

reparaciones por ensayo realizadas a los cromosomas de las

soluciones de la población para que sean factibles, es menor

con el método propuesto tal como se aprecia en la Fig. 5

(derecha).
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IV-E. Análisis previo: MOEA/D e importancia de la especi-

ficación del punto de referencia PR

Dos especificaciones del punto de referencia -la de Zhang

y la de Ishibuchi descritas en los apartados II-A y II-B- se

comparan en esta subsección. La Fig. 6 (izquierda) muestra

los valores del hipervolumen medio H al variar el valor α en la

especificación de Zhang del punto de referencia en MOEA/D

según la ecuación (3). El valor H crece hasta un valor máximo

(cuando α =1.2) para luego volver a decrecer. También se

pueden observar, en la Fig. 7 (izquierda), los efectos sobre

la diversidad de los frentes de soluciones alcanzados cuando

α=1.0 (mı́nima diversidad) y α=1.2 (máxima diversidad y

máximo valor de H).
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Utilizando ahora en MOEA/D la especificación de Ishibu-

chi del punto de referencia según las ecuaciones (4) y (5),

también al variar el valor α se obtienen diferentes valores del

hipervolumen H. La Fig. 6 (derecha) señala que el valor H

crece hasta un valor máximo (cuando α≥3) a partir del cual

permanece estable.

0 500 1000 1500 2000
2.8

3

3.2

3.4

3.6

3.8

4

4.2

Generación

H
ip

er
v
o
lu

m
en

 m
ed

io

MOEA/D
Zhang

 vs MOEA/D
Ishibuchi

 

 

Zhang
te

 α=1.2 N200

Ishibuchi
te

 α=5.0 N200

0 500 1000 1500 2000
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

Generación

D
es

v
ia

ci
ó
n

MOEA/D
Zhang

 vs MOEA/D
Ishibuchi

 

 

Zhang
te

 α=1.2 N200

Ishibuchi
te

 α=5.0 N200

Figura 8. Evolución de los hipervolumenes medio (iquierda) y desviaciones
del hipervolumen (derecha) usando las especificaciones de Zhang e Ishibuchi
del PR en MOEA/D.

Una comparación de MOEA/D usando las especificaciones

de Zhang con el valor α=1.2 e Ishibuchi con valores α≥3,

muestra valores parecidos de la métrica H (Fig. 8 izquierda)
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Figura 9. Evolución de los prcentajes medios de soluciones diferentes en las
poblaciones N.

y de la desviación de H (Fig. 8 derecha) a lo largo de

la evolución del algoritmo. No obstante, hay que señalar

que el frente de soluciones logrado por MOEA/D con la

especificación de Ishibuchi es más pobre (ver Fig. 7 derecha)

en número de soluciones diferentes en la población N que el

logrado usando la especificación de Zhang. En la Fig. 9 se

muestra que utilizando la especificación de Zhang, MOEA/D

consigue siempre en toda la evolución del algoritmo un mayor

número de soluciones diferentes en la población N; por otro

lado, en dicha gráfica también se observa que incrementando

el valor α usando la especificación de Ishibuchi en MOEA/D,

hay un decremento del número de soluciones diferentes en N.

IV-F. Resultados comparativos: NSGA-II/OSD vs MOEA/D
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Figura 10. NSGA-II/OSD versus MOEA/D: Evolución de los valores de los
hipervolumenes medio (iquierda) y desviaciones del hipervolumen (derecha).

En esta subsección comparamos el algoritmo NSGA-II/OSD

propuesto en este trabajo y el algoritmo MOEA/D con espe-

cificación de Zhang del PR, utilizando en ambos algoritmos

aquel valor α que proporcionó el mejor valor del hipervolumen

medio H tras 30 ejecuciones independientes y que según los

experimentos descritos en anteriores apartados fue α=1.2 para

ambos algoritmos. En la Fig. 10 (izquierda) se observa que

durante la primera mitad de la evolución de los algoritmos,

MOEA/D tiene un mejor valor de H luego, los valores H

obtenidos por ambos algoritmos se igualan justo a partir de
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que las estrategias usadas con NSGA-II/OSD en las regiones

R2 y R3 (Fig. 1) son a maximizar ambos objetivos. Idéntica

conclusión se obtiene con las desviaciones del hipervolumen

en la Fig. 10 (derecha).

De otra parte, en la Fig. 11 se observa que el frente de

soluciones alcanzado con el método propuesto obtiene más

diversidad que el alcanzado por MOEA/D con especificación

de Zhang del PR, aunque en términos de convergencia es

MOEA/D quien parece tener mejor valor. Estas diferencias

se pueden explicar porque NSGA-II/OSD presenta siempre

un mejor porcentaje de soluciones diferentes en la poblacion

N durante la evolución del algoritmo tal como se ve en la

Fig. 12 (izquierda). Finalmente, la Fig. 12 (derecha) muestra

que NSGA-II/OSD realiza un menor número de reparaciones

de cromosomas para factibilizar las soluciones.
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Figura 11. NSGA-II/OSD versus MOEA/D: gráficas de soluciones no-
dominadas con el valor H más próximo al valor medio final en 30 ejecuciones.
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Figura 12. NSGA-II/OSD versus MOEA/D: Evolución de los porcentajes
medios de soluciones diferentes en las poblaciones N (izquierda) y de los
números de reparaciones de los cromosomas por ensayo (derecha).

V. CONCLUSIONES

En este trabajo se propone un algoritmo evolutivo multi-

objetivo (NSGA-II/OSD) que hibridiza NSGA-II. El algorit-

mo subdivide el espacio de los objetivos en varias regiones

utilizando la solución Nadir calculada en cada generación

del algoritmo. Las distintas subdivisiones utilizan diferentes

estrategias de optimización de las funciones objetivo. El algo-

ritmo NSGA-II/OSD propuesto permite definir un parámetro

α ∈ [0, 1] muy fácil de usar, que permite balancear la

diversidad/convergencia del frente de soluciones no-dominadas

alcanzado por el algoritmo; para el valor α=1.2 el algoritmo

logra su mejor valor de hipervolumen medio.

El algoritmo propuesto obtiene muy buen desempeño y

mejores resultados cuando es comparado con NSGA-II. Cuan-

do NSGA-II/OSD es comparado con MOEA/D con la es-

pecificación del punto de referencia de Zhang según (3),

en términos de la métrica del hipervolumen medio, ambos

algoritmos obtienen valores similares. No obstante, NSGA-

II/OSD logra una mayor diversificación de soluciones en el

frente no-dominado final alcanzado, mientras MOEA/D parece

alcanzar mejor convergencia.
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