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Abstract—La tecnologia digital ha hecho que la mayor parte de
los datos se registren en forma de senales discretas. A pesar de
las ventajas que esto tiene, la naturaleza de esta informacion
representa desafios novedosos. En este trabajo analizamos la
diferenciacion de senales discretas, una tarea basica para el
procesamiento automatico de las mismas. En concreto, pro-
ponemos el uso de operadores de comparacion y agregacion para
la generacion de familias de operadores de diferenciacion con alta
interpretabilidad. Nuestra propuesta es validada en el contexto
de procesamiento de imagen, con la finalidad de caracterizar
derivadas parciales en sefiales bidimensionales.

Index Terms—Operadores de agregacion; operadores de com-
paracion; diferenciacion de senales discretas; filtros de con-
volucién.

I. INTRODUCCION

La era digital ha producido un incremento exponencial
en la cantidad de datos recogidos en casi cualquier dmbito
de conocimiento. Esto ha provocado cambios en la manera
de tratar informacién, siendo uno de los mas importantes
el papel del procesamiento de sefial [1], [2]. Nétese que el
procesamiento de sefial trata con datos nativamente represen-
tados en forma de sefial (audio, imagen, video), y también
de datos escalares recogidos en forma de sefial (como las
series temporales o los espacios-escala). El procesamiento
de sefial, entendido de una manera amplia, es una rama
aplicada del andlisis matemadtico. Sin embargo, la portabilidad
de algoritmos entre ambos campos estd en ocasiones muy
dificultada por la naturaleza discreta de las sefiales digitales.

En este trabajo nos centramos en el problema de la difer-
enciaciéon de sefiales discretas [3]. La importancia de la
diferenciacién (e integracién) en el procesamiento de sefal
es capital [4]. Ambas operaciones, aunque en especial la
primera de ellas, se usan para localizar tanto puntos criticos
(p-e. maximos o minimos locales) como para localizar o
clusterizar regiones de interés en las sefiales. Un ejemplo
de facil interpretaciéon es el de las imagenes en escala de
grises. En estas imdgenes, entendidas como sefiales discretas
bidimensionales, el uso de derivadas parciales es central a casi
cualquier procesamiento de medio o alto nivel. Las diferencias
parciales permiten analizar la variacion local de las imagenes,
y suponen la informacién primaria en aplicaciones que in-
cluyen la segmentacién, deteccién de bordes, la bisqueda de
puntos de interés y la regularizacién adaptativa.
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Muchas de las propuestas para diferenciacion de sefiales
discretas estan basadas en filtros de convolucién para primera o
segunda derivada. Al inicio de la era digital aparecieron filtros
de convolucién discretos, generalmente asociados al cémputo
de gradientes en imdgenes digitales [S], [6], [7]. En los afios
80, nuevos trabajos se inspiraron en en el andlisis matematico
para disefiar filtros continuos, que debian ser discretizados para
su aplicacion. Esta naturaleza continua les permitia, antes de la
discretizacidn, presentarse como 6ptimos ante ciertos criterios
de calidad [8], [9]. Estos trabajos incluyen las propuestas de
Marr y Hildreth [10] y Canny [11], [12], asi como ciertas
expansiones posteriores [9], [13].

El estudio de filtros de convolucién para el célculo de
diferencias parciales se ha visto frenado en los ultimos 20
anos. A pesar de que se han presentado trabajos de impacto,
estos generalmente se limitan a reescribir los criterios de
optimalidad y derivar nuevas propuestas, sin que esto repercuta
claramente en una mejora en la aplicabilidad [14], [15], [16].
Si bien es cierto que la aparicién de los espacios-escala para
el andlisis multidimensional de sefiales ha aportado cierta
novedad en la diferenciacién de sefales discretas [17], [18],
apenas ha sido aprovechado para producir mejores andlisis
diferenciales [19].

En este trabajo analizamos los filtros de convolucién para
el céalculo de diferencias parciales, con especial atencién a
la diferenciacioén parcial de imdgenes. En concreto, reformu-
lamos el proceso de convolucién para considerar, de manera
independiente, (a) la cuantificacién de diferencias locales y
(b) el modelado del vecindario de interés en torno a cada
punto de la sefial. Esta reformulacién viene inspirada por los
filtros bilaterales de Tomasi y Manduchi [20], asi como por
otras iniciativas de aplicacién de operadores de agregacién en
la caracterizacion de diferencias parciales en imégenes [21].
Proponemos esta generalizacién para poder incorporar a este
campo diferentes operadores de la Teoria de Conjuntos Difu-
sos, en particular las funciones de disimilitud restringidas y
las funciones de agregacion.

En la Seccién II repasamos algunos conocimientos basicos
de aplicacion en este trabajo. Las Secciones III y III desgranan
la propuesta, que es validad de manera experimental en la
Seccién V. Para finalizar, la Seccion VI lista algunas conclu-
siones y futuras lineas de trabajo.
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II. PRELIMINARIES

La teoria de funciones de comparacién ha tenido un impacto
significativo en la Teoria de Conjuntos Difusos. Esto se debe,
probablemente, a la naturaleza subjetiva de las comparaciones
humanas, en la cuales pueden aparecer ambigiiedades e incon-
sistencias. En este contexto, la Teoria de Conjuntos Difusos ha
sido prolifica, bien fuera centrada en términos de métricas [22]
o en términos de medidas de similitud [23]. En este trabajo
usamos las Funciones de Disimilitud Restringidas (o, RDFs,
por sus siglas inglesas [24]). Estas funciones modelan la
diferencia perceptual entre dos elementos en el intervalo [0, 1],
y han sido aplicadas en diferentes contextos [25], [26].

Definition 1: [24] Una funcion de disimilitud restringida es
una aplicacién 7 : [0, 1] — [0, 1] que satisfaga

(R1) r(z,y) = r(y,z) para todo =,y € [0, 1];
R2) r(z,y)=1siysflosiz=0ey=1loxz=1ey=0;
(R3) r(z,y) =0siy sélosiz=uy;

(R4) para todo z,y,z € [0,1], si z < y < z entonces
r(z,y) <r(z,2) y r(y, 2) <r(z, 2).
Existen diferentes maneras de construir RDFs, si bien la
mas sencilla es la combinacién de automorfismos.
Proposition 1: Sean 1 y @2 dos automorfismos de [0, 1].

La aplicacién r : [0,1]? — [0, 1] construida tal que

r(z,y) = p1(lp2(z) — p2(y)]) ¢))

es una funcién de disimilitud restringida (o RDF).

De cara a reducir el alcance de este trabajo, consider-
aremos unicamente las RDFs construidas de acuerdo a la
Proposicion 1. Especificamente, nos referiremos como T[a,8]>
con o, B € R, a la RDF tal que p;(x) = 2% y pa(z) = .
Es decir, a

a8 (2, y) = (J2” — ") . 2

La Fig. 1 muestra algunas RDFs construidas de acuerdo
a la Ec. (2). Nétese que r[;,q) es equivalente a la diferencia
absoluta entre los argumentos de la funcién.

(d) T0.5,1] = / |z — y]

Fig. 1. Funciones de disimilitud restringidas construidas de acuerdo a la Proposicién 1.

ITI. UN MODELO GENERAL PARA DIFERENCIACION

La nocién de derivada estd ligada a la idea de variacién
de una funcién. Por ello, al trabajar con funciones sobre
dominios discretos, la diferencia local puede tomarse como
un reemplazo fidedigno de la derivada. Sean dos funciones
f:R?2—=Ryg:N?— R tal que la segunda (mediciones)
se construya a partir del muestreo de la primera (realidad
subyacente). Podria aproximarse la derivada de f tal que:

o (6.) =0+ 1.9~ .3) y
2 3
8_y(i’j) =g(i,j+1) = f(i,J)-

Sin embargo, la aplicacién de esta estrategia suele generar
resultados decepcionantes, en buena medida debido a la con-
taminacién de los datos. En entornos reales, el empleo de
Ec. (3) es poco fiable, y sus resultados tienen una inter-
pretabilidad muy baja. Un ejemplo de este hecho se ve en
la Fig. 2. En esta figura vemos, en la fila superior, dos sefiales
sintéticas, tal que la situada en la columna derecha es una
version contaminada de la que ocupa la columna izquierda.
En esta sefial coexisten dos objefos cada uno de los cuales
genera dos puntos de interés (criticos), uno a cada lado del
propio objeto. Estos puntos deberian representarse como dos
maximos (subidas, al lado izquierdo de cada objeto) y dos
minimos (bajadas, al lado derecho.). En la segunda fila de
la Fig. 2 vemos la aproximacién a % realizada por el filtro
de Laligant [15], que corresponde en su versién 1D a la
formulacion de la Ec. (3). Se observa que el resultado es
muy preciso en la sefial sintética original, pero también muy
poco interpretable en la sefial contaminada. Esto se achaca a
la alta frecuencia del muestreo para computar la diferencia
(dos posiciones contiguas), lo que generalmente se soluciona
usando operadores de mayor soporte.

Al usar un filtro de diferenciacién la aproximacién a las
derivadas parciales de f se hace mediante la convolucién de
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Fig. 2. Estimaciones de la primera derivada de una sefal discreta usando diferentes filtros de convolucién 1D. La sefial contaminada se obtiene anadiendo
ruido blanco Gaussiano con desviacion estandar 0.02. Los operadores usados son el de Laligant [15], Prewitt [6] and Canny [12], y pueden observarse en la

Fig. 3.

la sefial g con un filtro . Algunos ejemplos son los operadores
discretos de Sobel [5] y Prewitt [6], o los operadores basados
en sefiales continuas de Canny [11] (y sus evoluciones [16],
[27]) o Shen-Castan [28]. Algunos de estos filtros, en su
representancién 1D, se incluyen en la Fig. 3.

Una derivada parcial en = en el punto p se aproxima tal

que':
donde ¢ representa el desplazamiento.

La elecciéon de «, asi como los pardmetros que éste
pudiera tener, ha sido ampliamente discutido en la comu-
nidad cientifica. En esta discusién toman relevancia las carac-
teristicas de las funciones a derivar, las contaminaciones que
pueda sufrir, o la finalidad del proceso. De hecho, muchas
propuestas son Optimas para el conjunto de restricciones y
objetivos propuestos por sus autores, si bien estos difieren
unos de otros. Una de las propiedades mas aceptada es la
antisimetria o imparidad, es decir, que para cualquier £ en
el dominio se cumple que k() = —k(—£). Esta propiedad
no siempre se cumple en los filtros de diferenciacion, véase el
caso del filtro de Laligant [15] en la Fig. 3, pero si es sostenida
en la mayor parte de los casos. Nétese que, en algunos filtros
(como el ISEF [28], ver Fig. 3) el filtro no estd definido en el
origen, suponiéndose un valor 0.

of

%(p)=g*ﬁ fp+¢&)-ds, 4

'En adelante, se considera tinicamente la derlvada , ya que la derivada

% se computa de manera andloga.

Partiendo de la Ec. (4), y dando por hecha la antisimetria
del filtro x, tenemos que:

geuo)= [ [ n oo+ o) -

— 00

/_Z/Own(@ p+£d§+/ /

/_i/fn(&) (p+ £)dé — / / o(p — €)de =
/Z/()mn(s)((pm (b ©)de
(5)

Los dominios de las sefiales se definen, en el plano tedrico,
con dominio infinito. Por ejemplo, un filtro Gaussiano es,
evidentemente, positivo en [—00, o0], que pasa a ser el rango
de las integrales en Ec. (5). Sin embargo, en las aplicaciones
précticas esto no tiene demasiada relevancia, y los filtros se
restringen a un cierto soporte discreto a partir del cual se
considera que K(§) = 0. Por tanto, se puede reformular el
resultado de la Ec. (5) tal que:

NNEC

donde [—t,t]? es el soporte del filtro , generalmente estable-
cido a partir del descenso del valor s por debajo de un cierto
umbral cercano a 0.

g * k(1 gp+& —glp—¢)-ds. (6)
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Fig. 3. Filtros de convolucién 1D usados para diferenciacion. Los puntos
representan la version discreta, mientras que la linea sefiala la funcién continua
subyacente.

La estimaciéon de las derivadas parciales de una sefial g
involucra, pues, dos componentes diferentes:

o la cuantificacién de las diferencias entre los valores a
ambos lados de la posicion, representado en la Ec. (6)
por el término (g(x + &) — g(xz — £)). Nos referimos a
este término como término de intensidad,;

« la cuantificacién de la relevancia de cada posicion en el
entorno, representado en la Ec. (6) por el término x(§).
Nos referimos a este término como término espacial.

Al tener ambos términos identificados, podemos modelarlos
de manera independiente. Por ejemplo, en lugar de considerar
la diferencia absoluta entre los valores de la sefial g, podemos
modelar el término de intensidad usando otras medidas. Dado
que las sefiales discretas suelen tener limites bien definidos,
podemos considerar que f y ¢ tienen el rango [0, 1]. Para el
término de intensidad de la Ec. (6) consideramos una funcion
de diferencia tal que e: [0,1]2 — [—1,1]. Esta funcién debe
encargarse de cuantificar la diferencia percibida entre dos
valores, sean g(p — &) y g(p + &). La Ec. (6) resulta en:

NNE

Asi, las derivadas parciales dependen de dos piezas de
informacién: el filtro que modela la relevancia espacial (k)
y la funcién que modula la disimilitud (e¢). Cada uno de estos
deberia poder estudiarse y entrenarse de manera independiente.
Ademas, ambos se combinan de manera local usando un
operador conjuntivo (producto) y de manera semi-local usando
la suma (media aritmética, en caso de normalizacion).

En este trabajo nos centramos en el término de intensidad,
relaciondndolo con la teoria de comparacién. En concreto,
estudiamos el papel que pueden tener las funciones de dis-
imilitud restringidas para el modelado de las diferencias.

(9P +&).9(p—¢))-ds (7)

g* k(p

IV. DIFERENCIACION USANDO FUNCIONES DE
DISIMILITUD RESTRINGIDAS

Dada la Ec. (7), una pregunta evidente se refiere al conjunto
minimo de propiedades que debe cumplir la funcién e. Por
ejemplo, deberia producir valores alfos cuando sus argumentos
sean diferentes, mientras que deberian ser bajos o cercanos a
cero cuando los argumentos sean similares. Serfa esperable
también la antisimetria, ya que las derivadas de una funcién
no deberian verse afectadas por la direccion del anélisis (mds
alla del signo de las mismas). Creemos que una funcion € debe
cumplir las siguientes propiedades:

(ED) er(ya ) Er(z y)
(E2) €.(y,z) =0siy sblosiy=z;
(E3a) ¢.(y,z) =1siysélosiy=0y z=1;
(E3b) €-(y,z) =—1siysélosiy=1y z=0;
(E4) Para cada t,y,z € [0,1], t < y < z, tenemos que

e (t,y) <el(t,2) y ey, 2) < e z,1) .

Estas propiedades garantizan el comportamiento esperado
en el término de intensidad. Por ejemplo, (E2) garantiza que la
derivada de una funcién serd 0 si y s6lo si g(k+¢&) = g(z—¢&)
para cada posicién £ € [—t,t]°.

Tras un andlisis detallado, creemos que las RDF suponen
una herramienta Util para generar funciones e. En concreto,
proponemos usar funciones e construidas tal que:
(w2,
12—yl
donde r es una RDF. Una funcidn ¢,., construida como en la
Ec. (8), satisface las propiedades (E1)-(E4).

Trabajos anteriores han estudiado las técnicas cldsicas
de filtrado para incorporar dos términos independientes (y
explicitos), especialmente en el campo de procesamiento
de imagen. Las técnicas de regularizacién o diferenciacion
adaptadas al contenido local de la imagen (content-aware
filtering), por ejemplo, discriminan el andlisis de tonos (el
término de intensidad) con el estudio de la posicién de cada
pixel (el término espacial). La manera en que los términos
se aplican y combinan puede, sin embargo, ser diferente. La
contribucion mas relevante en este sentido, asi como la mas
parecida a nuestros objetivo, es el filtrado bilateral de Tomasi
y Manduchi (bilateral filtering [20]). En este trabajo, los
autores proponen la combinacion de filtros en las dimensiones
tonal y espacial para la regularizacién adaptativa de imagenes.
Estos filtros consideran la cercania tonal y espacial de cada
par de pixeles a la hora de regularizar una zona de la imagen.
Especificamente, proponen generar una imagen regularizada
g* a partir de una imagen monocanal g tal que:

—g(P+E)))d¢

e / / ©)

donde k; es un factor de normalizacidén, s es un filtro de
paso bajo y h es una funcién unaria decreciente. En esta
formulacién, s modula el peso de los elementos en funcion
de su distancia a p, mientras que h modula el peso de los
elementos en funcién de su diferencia de valor respecto a g(p).

er(y,2) = r(y, ®)

g(p+¢&)-h(lg(p)
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Los filtros bilaterales se han aplicado en diferentes escenar-
ios, si bien se han mantenido casi siempre en el dmbito de
la regularizacion adaptativa. Los objetivos, sin embargo, han
variado, desde la regularizacién sin contexto (en el trabajo
original [20]) a la eliminacién de ruido o texturas [29].
Algunos autores han relacionado los filtros bilaterales con
otras estrategias de regularizacién adaptativas y andlisis de
datos, como pueden ser la difusién anisotrépica o el mean-
shift [30], [31], [32]. Finalmente, en 2017, Wilkin y Beliakov
presentaron una reformulacién de los filtros bilaterales [21]
usando funciones débilmente mondtonas (weakly monotone
functions [33]).

Nuestra propuesta, aunque es conceptualmente similar a
la de Tomasi y Manduchi, tiene una formulacién diferente.
El cambio mads significativo es que el término de intensidad
incluye dos posiciones simétricas respecto a p, mientras que en
un filtro bilateral se evalda la similitud tonal entre los valores
respecto de la posicién central (ver Ec. (9)). Otra diferencia
significativa es que el dominio espacial de los filtros bilaterales
es simétrico desde el origen (p), mientras que en la Ec. (7) w
s6lo necesita definirse en la mitad del mismo.

V. VALIDACION EXPERIMENTAL

La propuesta de la Secciéon IV se basa en la asuncién de
que la diferencia aritmética no es necesariamente el mejor
descriptor de la disimilitud entre dos valores. O, al menos, de
que es bueno tener la capacidad de modelar esta disimilitud
por medio de una funcién dedicada. Esta seccion trata de
comprobar si el aislar el término de intensidad puede conllevar
mejoras en los resultados practicos de una aplicaciéon de
diferenciacién. Para ello, hemos aplicado nuestras ideas al
contexto de deteccién de bordes.

Proponemos un esquema de detecciéon de bordes relati-
vamente estdndar, compuesto por cuatro pasos acordes a la
estructura de descomposicién de Bezdek [34], [35]:

1. Regularizar la imagen con un filtro Gaussiano con o = 1;

2. Calcular los gradientes como la combinacién de las
derivadas parciales, aproximados de acuerdo a la Ec. (7)
con los ajustes que se detallan a continuacion.

3. Estimar la intensidad de borde como la magnitud del
gradiente en cada pixel.

4. Binarizar la imagen usando non-maxima suppresion [36]
e hysteresis [11], para la cudl los umbrales se establecen
usando la técnica de Medina-Carnicer et al. [37].

Este esquema es una aplicacién directa de la diferenciacion
de sefiales discretas (imdgenes). Los ajustes de nuestros filtros
son los que siguen:

e € se construye como se ve en la Ec. (8), donde las RDFs
son del tipo 74, 5] con valores o, 8 € {0.5,1,1.5,...,3};
e K Y K, son equivalentes al lado positivo de un filtro de

Canny, i.e
_ e2+¢2 _ &2 +¢
kn(6) = —e” 7 and  ky(€) = éei =
o o
(10)
con o = 1.

B

05 10 15 20 25 30

05 | 56 63 6 64 63 6l

10 | 56 63 64 63 6l .58

15 | 56 6 61 59 57 55

“ | 20| 56 59 8 55 53 50
25 | 55 57 55 52 49 47

30 | 54 54 51 48 46 M3

(a) Rendimiento medio (medida F') para cada RDF r[, g).

B

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.5 4/13 26/- 24/- 16/- 16/- 16/3
1.0 2/3 11/- 14/- 6/- 8/- 212
1.5 4/3 71 2/- 1/1 1/1 3/-

“ 2.0 5/3 3/- 3/- 1/- -/- 172

2.5 2/9 4/- 2/2 -/- 212 6/12
3.0 2/19 1/5 3/2 1/9 -/13 1/95

(b) Numero de imdgenes para las cuales cada RDF 7|, ) obtiene el
mejor/peor resultados de entre los contendientes.
TABLE 1
RESULTADOS CUANTITATIVOS OBTENIDOS EN EL EXPERIMENTO PARA
CADA RDF r( ) EN EL BSDS500 fest set.

Nétese que, cuando usamos 77y 1], €l algoritmo es computa-
cionalmente equivalente al método de Canny. De esta man-
era, al incluir (a, ) = (1,1) en la comparacién, podemos
contrastar la importancia de tener un término independiente y
adaptable para la cuantificacion de las disimilitudes.

En este experimento utilizamos un esquema estdndar de
cuantificacién de resultados basado en la medida F' [38], [39]
sobre el dataset de test del BSDS [40].

En la Tabla I mostramos los resultados obtenidos en los
experimentos. Primero, en la Tabla I(a) listamos el rendimiento
medio de cada combinacién de («, ). Luego, en la Tabla I(b)
mostramos el nimero de imdgenes para los cuales cada
combinacién de («, 3) produce el mejor y/o peor resultado
(en términos de la medida F).

Los resultados indican que la combinacién («, 8) = (1,1)
(que recupera el método de Canny) no es necesariamente la
mejor opcién para el término de intensidad. Otras configura-
ciones producen resultados que son, al menos, competitivos,
especialmente con valores bajos de v y (3. Esta conclusion se
refiere a los valores medios de rendimiento, pero también a
los nimeros de mejores y peores resultados. Son llamativos
los casos de 7(g.5,1.09) ¥, por ejemplo, r[g.5,2.5], Ya que ambos
tienen mejores resultados medios, asi como mejores ratios de
mejor/peor resultado que 7y 17. Si bien experimentos exhaus-
tivos podrian llevarse a cabo para confirmar nuestras hipétesis,
creemos que nuestros resultados, dado el limitado espacio,
refuerzan nuestra tesis de que la diferencia absoluta podria
no ser siempre la mejor medida de disimilitud entre (en este
caso) tonos en una imagen y (de manera general) valores en
una funcién discreta.

397



' XVIII CONFERENCIA DE LA ASOCIACION ESPANOLA PARA LA INTELIGENCIA ARTIFICIAL

VI. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado un modelo para gener-
alizar filtros antisimétricos (impares) para la aproximacion
de derivadas mediante diferencias discretas. Nuestro modelo
propone el uso de términos explicitos para las diferencias de
valor (término de intensidad) y posicién (término espacial).
En el caso de las primeras, hemos presentado una clase de
funciones de comparacién basadas en RDFs que garantizan
una serie de propiedades, afadidas a la alta flexibilidad.
La validez del modelo se ha testeado en la diferenciacién
de imdgenes en escala de grises para deteccién de bordes,
encontrando que los resultados de algoritmos cldsicos pueden
mejorarse al usar las RDFs dentro de nuestra reformulacion
del modelo. Los resultados son prometedores, aunque deberian
ser respaldados por trabajos mds exhaustivos. Ademads, cabe
sefalar que nuestro modelo propuesto abre la puerta al uso de
técnicas como el entrenamiento de funciones en el espacio de
intensidades (tonos, en el caso de procesamiento de imagen),
que en una formulacién clésica del problema no eran elegibles.
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