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Abstract—En los tltimos afios ha habido un gran interés
en estudiar condiciones de monotonia menos restrictivas para
construir nuevas familias de funciones de fusion de datos. Varias
de estas condiciones son la monotonia débil, la monotonia
direccional, la monotonia direccional ordenada, y la monotonia
direccional ordenada reforzada. En este trabajo presentamos
algunos resultados sobre las monotonias anteriores desde el punto
de vista de la geometria en dos dimensiones.

Index Terms—Funciones de agregacion, condiciones de mono-
tonia, geometria bidimensional

I. INTRODODUCCION

La cantidad de aparatos inteligentes y sensores que nos
rodea ha crecido exponecialmente en los ultimos afios lo
que conlleva que cada vez tenemos mayor volumen de datos
de todo tipo y naturaleza. Debido al pricticamente inmane-
jable volumen de datos, la necesidad de encontrar operadores
apropiados para fusionar los datos de acuerdo a la aplicacion
considerada es mds importante cada dia.

Desde sus inicios, las funciones de agregacién han jugado
un papel crucial en varias y diversas aplicaciones [1]-[4].
Ademds, dependiendo del tipo de propiedades que se im-
pongan a las funciones de agregacién (véase [5] para mas
informacion), distintas clases de funciones han sido definidas
en la literatura: t-normas/t-conormas [6], uninormas [7] o
funciones de solapamiento (overlap functions) [8], entre otras.
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La condiciéon de monotonia impuesta a las funciones de
agregacion juega un papel muy importante en aplicaciones
como la toma de decisiéon donde el aumento de un valor (que
significa que un criterio o una alternativa es mejor) no debe
nunca implicar un descenso de la puntuacidn final o utilidad.
Sin embargo, en otro tipo de aplicaciones, en especial en areas
donde es frecuente la aparicion de outliers o datos afectados
por diversos ruidos, la monotonia impuesta en cada argumento
es un incoveniente en vez de una ventaja. Esto demuestra,
que para algunos casos particulares de aplicacion, la condicién
de monotonia que satisfacen las funciones de agregacion, es
decir, el crecimiento en cada argumento de la funcién puede
ser demasiado restrictiva y a veces no es necesario que las
funciones cumplan una condicién tan fuerte para dar unos
buenos resultados.

Teniendo en cuenta todas las consideraciones anteriores
sobre las funciones de agregacién, en la literatura reciente,
encontramos diversos esfuerzos de definir y estudiar diversas
condiciones de monotonia menos restrictivas. La monotonia
débil [9], la monotonia direccional [10], la monotonia di-
reccional ordenada [11] y la monotonia direccional orde-
nada reforzada son algunos ejemplos de nuevas condiciones
de monotonia que generan nuevas clases de operadores de
fusién de datos. Estas nuevas nociones de monotonia han
sido aplicados en diversas aplicaciones como la clasficacién
o procesamiento de imagen. Por ejemplo, funciones de pre-
agregacién [12], que solo satisfacen monotonias direccionales
han demostrado mejorar los resultados en algunos proble-
mas de clasificacién [13], mientras que las monotonias or-
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denadas direccionales han demostrado mejorar los resultados
en deteccion de bordes [11], [14] y extracciéon de carac-
teristicas [15].

Todos los trabajos en los que se introducen las distintas
nociones de monotonia trabajan estos conceptos desde un
punto de vista formal dentro del andlisis matematico. En este
trabajo, con el propdsito de conseguir una mejor comprension
de las distintas condiciones, asi como sus diferencias nos
centramos en la interpretacion geométrica de las distintas
condiciones de monotonia introducidas en la literatura re-
ciente [9]-[11], [16]. Para ello, nos centramos en el caso de las
funciones 2-dimensionales, cuyo conjunto dominio es el [0, 1]2
(representable en el plano). Las ventajas de esta aproximacion
son claras, ya que nos permite descubrir grificamente el
comportamiento de cada nocién de monotonia descrita en los
trabajos anteriores.

El articulo estd organizado como sigue. En la Seccién II,
recordamos las diferentes nociones de monotonia (restringidas
al caso 2-dimensional) a la vez que fijamos algunas notaciones.
En la Seccién III, estudiamos la interpretacién geométrica de
las distintas nociones centrdndonos en la monotonia direc-
cional ordenada y monotonia direccional ordenada reforzada,
probando algunos resultados sobre el comportamiento de es-
tas funciones en el caso 2-dimensional. En la Seccion IV,
acabamos con algunas conclusiones y trabajo a futuro.

II. CONDICIONES DE MONOTONTA

En este trabajo nos centramos en la representacion
geométrica de algunas nociones de monotonia definidas en
la literatura reciente. Por claridad y sencillez de los resultados
nos restringimos al caso 2-dimensional, pero es importante
resaltar que las definiciones originales, que podemos encontrar
en los trabajos [9]-[11], [16] est4n introducidas para el caso
n-dimensional.

Consideramos vectores 7 = (r1,73) € R? y puntos en
el plano x = (x1,22) € [0,1]? ordenados segin el orden
parcial heredado de R? que viene dado por z = (71,22) <
y = (y1,y2) si y solo si @1 < a9y y1 < yo. Sea
S ={o1=1(1,2),00 = (2,1)} el conjunto de permutaciones
en dos dimensiones. Dados los elementos z € [0,1]? y ¥ € R?,
el elemento z,, representa el punto en el plano ordenado
segln la permutacién z,, = (mgi(l),xai(g)) mientras que 7,
representa el vector ordenado 7, = (74,(1), 70,(2))-

Las funciones de agregacién son una clase de funciones de
fusion a las que se les impone la condicién de monotonia con
respecto a cada argumento asi como condiciones frontera en
el 0 y en el 1. La definicién de las funciones de agregacion
2-dimensionales es la siguiente.

Definicién 2.1: ( [17], [18]) Una funcién A : [0,1]? — [0, 1]
se llama una funcién de agregacion si satisface la siguientes
propiedades:

e A(0,0)=0

e A(1,1) =1

o A(z1,22) < A(y1,y2) para todo par de puntos z =

(r1,22),y = (y1,92) € [0,1]? tales que x1 < y; y
T2 < ya.

Aunque las agregaciones han demostrado ser muy utiles
en diversas aplicaciones, algunos operadores muy conocidos,
como las medias Lehmer o la moda no cumplen las monotonia
exigida a las funciones de agregacion. Es por ello, que estudios
recientes han intentado estudiar funciones de fusién con condi-
ciones menos restrictivas para poder estudiar clases de fun-
ciones de fusién mds generales. Algunas de estas condiciones
menos restrictivas son la monotonia direccional, la monotonia
direccional ordenada y la monotonia direccional ordenada
reforzada. A continuacién recordamos estas condiciones de
monotonia para el caso de funciones 2-dimensionales.

Definicion 2.2: ( [9]): Una funcién F: [0,1]2 — [0,1]
se dice débilmente creciente si la siguiente desigualdad se
satisface

F(xy+c,22 +¢) > F(x1,22)

para todo (x1,72) € [0,1)% y ¢ € [0,1] tal que (wq,72) +
(¢,c) €10,1]2.

Definicion 2.3 ( [10]): Sea ¥ = (r1,72) un vector real 2-
dimensional distinto del nulo. Una funcién F': [0,1]? — [0, 1]
se dice 7-creciente si para todo punto (z1,z2) € [0,1]? y para
todo ¢ > 0 tales que (21 + cry, x2 + crg) € [0,1]% se cumple
la siguiente condicién

F(xy +cery,xe +crg) > F(xq,z2) .

Definicion 2.4 ( [11]): Sea ¥ = (r1,72) un vector real 2-
dimensional distinto del nulo. Una funcién F': [0, 1]? — [0, 1]
se dice r-creciente Ordenada Direccional (OD) si para todo
(r1,22) € [0,1)2, y para cada permutacién o € S tal que
Tg(1) = To(2) ¥ para cualquier ¢ > 0 que cumple

1> 2501) +cr1 2 Tp(2) +cr2 20, (1)
se cumple que
F(z1 +crg-101), T2 + crg-1(2)) > F(x1,22).

Definicion 2.5 ( [16]): Sea ¥ = (r1,72) un vector real 2-
dimensional distinto del nulo. Una funcién F': [0, 1]% — [0, 1]
se dice r7-creciente ordenada direccional reforzada (SOD,
del inglés Strengthened Ordered Directional) si para todo
(r1,22) € [0,1]%, y para cada permutacién o € S tal
que Z,(1) > T2y Y para cualquier ¢ > 0 que cumple
(o) + €11, o(2) + cr2) € [0, 1%, se satisface la siguiente
inecuacién

F(z1+cro-11y, T2 + cro-1(2)) > F(x1,22),

Si una funcién F es 7-creciente SOD, entonces F' es
también 7-creciente OD. El contrario no se cumple en general.
Sin embargo, si el vector 7 satisface r; > 7o, entonces ambas
definiciones son equivalentes.

Notese que por sencillez solo nos hemos referido a las
condiciones de crecimiento, pero condiciones similares pueden
ser introducidas para el decrecimiento de las funciones.
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Fig. 1. Ejemplo de la direccién de una funcién débilmente creciente.
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Fig. 2. Ejemplo de direccién de una funcion 7-creciente.

III. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LAS CONDICIONES
DE MONOTON{A EN DOS DIMENSIONES

Una funcién débilmente creciente puede entenderse como
una funcién que en cada punto del plano crece en la direccién
(1,1), es decir, crece a través de la recta que pasa por este punto
en la direccién del vector (1,1) (véase Fig. 1). De manera
similar, un funcién 7 = (rq,r2)-creciente puede entenderse
como una funcién que en cada punto del plano crece en la
direccion (r1,79), es decir, crece a través de la recta que pasa
por ese punto en la direccién del vector (r1,r2) (véase Fig.
2).

Tanto en el caso de las funciones débilmente crecientes
como en el de las funciones 7-crecientes para un vector fijo 7,
la direccion de la recta sobre la que crece estd prefijada y es
igual para todos los puntos del dominio. Por el contrario, la
mayor diferencia entre las funciones anteriores y las funciones
7-crecientes OD y SOD se debe a que la direccién varia
de una regién a otra. En particular, si (z1,72) € [0,1]% y
o € S, es la permutacién que cumple 7, (1) > Z4(2), €ntonces
la reordenacién de las componentes del vector 7,—1 en las

Definiciones 2.4 y 2.5 significa que la primera componente del
vector, r1, afecta al mayor valor de =, mientras que ro afecta
al menor de los valores de x. Esto significa que diferentes
direcciones son consideradas dependiendo de la permutacién
que ordene las componentes del punto z. Formalicemos esta
idea.

Dado que estamos trabajando tnicamente en el caso 2-
dimensional, dado un punto x = (z1,2) € [0, 1] se satisface
que xr1 < x2 0 o < x1. Esto significa que podemos
diferenciar dos regiones de direcciones distintas.

Denotemos €27 y )5 a los subespacios

Q1 = {(z1,22) € [0,1)* | 21 > 22} 2

and
Q2 = {(z1,22) € [0,1]* | 21 < 22} 3)

Asi mismo, denotamos por A a la diagonal del espacio, que
estd formada por todos los puntos del plano que pertenecen a
los dos espacios, es decir

A=0QNQy = {(3?1,5(}2) S [O, 1]2 | T = 1‘2}.

Proposicion 3.1: Sea 7 = (r1,r2) € R? un vector 2-
dimensional distinto del nulo. La funcién F': [0,1]2 — [0, 1]
es 7-creciente SOD si y solo si

e para todo (x1,x2) € €1, F es (ry,rs)-creciente en
(z1,2);

e para todo (z1,x2) € o, F es (rq,r1)-creciente en
(1‘1, 31‘2).

Ademds, también se conocen los dngulos (con respecto al

eje horizontal positivo) de las direcciones de crecimiento.

Proposicién 3.2: Sea F : [0,1]> — [0,1] una funcién 7~
creciente SOD para un vector fijo 7= (r1,72) € R? no nulo.
Se cumple que

e para todo (z1,73) € Q, el dngulo de la recta (con
respecto al eje horizontal positivo) a través de la cudl
la funcién F' crece en el punto (x1,x2) es el siguiente:

— si 71 > 0, entonces @ = arctan(%‘) (véase nota a
pie de pagina ).
— sir; <0, entonces o« = T + arctan(%).

e para todo (z1,z2) € (g, el dngulo de la recta (con
respecto al eje horizontal positivo) a través de la cudl
la funcién F crece en el punto (x1,x2) es el siguiente:

— sir9 >0, entonces 3 = arctan(%);
- siry <0, entonces 3 = m + arctan(;l).
Ademds, es facil comprobar que se cumple 3+ a = 3.
Demostracion: Sea (x1,x2) € €. Esto significa que
r1 > x2 Y, por lo tanto, la permutacion identidad o, dada
por o1(1) = 1y 01(2) = 2, satisface que 4, (1) > Z4,(2)-
Entonces, la direcciéon de crecimiento en el punto x es
7 = (r1,72) y, por lo tanto, el dngulo con respecto al eje
horizontal positivo es a = arctan(;2) para todo vector 7 tal
querp >0y a=m+ arctan(% para todo vector 7 tal
que 71 < 0. De manera andloga, sea (x1,z2) € . Esto

Por convenio consideramos arctan & =sign(a) 5.
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significa que xo > 1 Y, por lo tanto, la permutacién o9, dada
por 02(1) = 2y 02(2) = 1, satisface que z,,(1) > Z4,(2).-
Entonces, la direcciéon de crecimiento en el punto z es
7= (7'0,2—1(1),7’0_2—1(2)) = (rq,7r1) y, por lo tanto, el dngulo
con respecto al eje horizontal positivo es 8 = arctan(%)
para todo vector 7 tal que 72 > 0y 8 = 7 + arctan(;) para
todo vector 7 tal que 79 < 0.

La igualdad a+ 3 = 7 se cumple por el hecho de que para
a # 0, se cumple arctan(1) = sign(a)Z — arctan(a). Nétese
que algunas veces, el valor de la suma real es 57“, pero este
es el mismo angulo que 7. [ |

Nota 1: Noétese que debido a que los elementos de la diag-
onal A pertenencen tanto a {2; como a {); ambas direcciones
de crecimiento son impuestas.

Resultados similares pueden ser formulados para el caso
de las funciones 7-crecientes OD en los que se impone el
creciento solo al segmento formado de puntos de la recta que
pertenecen al mismo conjunto {2; que el punto inicial z.

Corolario 3.3: Sea 0 # 7 € R?. Una funcién F: [0,1]* —
[0,1] es 7-creciente OD si y solo si

e para todo (x1,x2) € €y, F es (ry,rs)-creciente en
(21, x2) restringido al subconjunto £21;

e para todo (x1,x9) € o, F es (rq,rp)-creciente en
(x1,x2) restringido al subconjunto §2s.

Ademéds, los dngulos de las rectas de crecimiento son los
mismos que el caso de las funciones 7-crecientes SOD.

En el trabajo [16] puede encontrarse el siguiente resultado
sobre la monotonia 7-creciente SOD.

Teorema 3.4: (Teorema 6.5 de [16]) Sean 0 #7r,s§eR"?
y a,b € RT. Supongamos que = = (z1,...,x,) € [0,1]",
c > 0y o es una permutacién que ordena los elementos de x.
Si Zo1) > ... 2 To(n) Y To + c(ar+ b5) € [0,1]", entonces
0 Ty + cai € [0,1]™ 0 z, + ¢bs € [0,1]™. Por lo tanto, si
una funcién es 7- y S-creciente SOD, entonces es (a 7+ b §)-
creciente SOD.

Noétese que lo mismo puede probarse para funciones OD
crecientes [11]. Estudiemos ahora el caso particular de los
elementos de la diagonal. Recordemos, que como se ha
mencionado anteriormente en la Nota 1, los elementos T =
(z,z) € A satisfacen que T € Q1 y T € (o, simultdneamente.
Esto significa que los elementos de la diagonal en las funciones
r-crecientes SOD crecen en dos direcciones distintas.

Corolario 3.5: Sea 0 # 7 = (r1,r5) € R? y sea F una
funcién 7-creciente SOD. Para cada elemento de la diagonal
T € A, se tiene que I es (r1,r2)- y (re,r1)-creciente SOD
en .

Sea F' una funcién ¥ = (r1,r9)-creciente SOD para un
vector 7 satisfaciendo r; # —rs. Por el Corolario 3.5, se tiene
que F es una funcién (r1,72)- y (re,r1)-creciente en 7, para
todo elemento T € A. Entonces, debido al Teorema 3.4, I es
creciente en T a través de cualquier direccién entre (r1,72) y
(rq,71) (vedse Fig. 4(a)).

Dos casos extremos de direcciones son los vectores 7 =
(—r,r) cuyo dngulo es v = 2T y 7= (r, —r) cuyo dngulo es
a=1" (o -3

Y
3L

a)

1
b) Vector ¥ con r; <0y 7o > 0.
Yy
A

1
¢) Vector 7 conr; <0y re <O.

Fig. 3. Ejemplos de algunas direcciones (r1,r2) para funciones crecientes
ODy SOD: casoa)r; >0yra >0;b)r1 >0yra<0yc)r1 <0y
ro < 0.
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Proposicion 3.6: Sea v > 0y F una funcion (r,—r)-
creciente SOD. Para todo (z1,22) € [0,1]%, se cumple que
F(zm,xm) < F(x1,x2), donde x,, = nrer

Demostracion: Sea F una funcién (r, —r)-creciente
SOD, (z1,2) € [0,1]? y @, = ©F%2. Como consecuencia
del Corolario 3.5, F es (r,—r) y (—r,r)-creciente en T, =
(T, zm) € A. Distinguimos dos posibles casos dependiendo
del punto = = (x1,x2).

o Caso I: Sea (x1,22) € . Dado ¢ = #-22 > 0, se
cumple que (Zy, ) + c(r,—r) = (z1,22) y, por lo
tanto, F'(z,, ) < F(z1,z2).

o Caso 2: Sea (r1,22) € Q2. Dado ¢ = #2271 > (), se
cumple que (T, Tm) + c(—r,r) = (x1,22) y, por lo
tanto, F'(zy,, ) < F(z1,z2).

|

Como consecuencia de la Proposicién anterior se puede
concluir que si una funcién es (r, —r)-increasing SOD, para
algtin r > 0, se cumple que F(Z) < F(y1, y2) para todo punto
satisfaciendo y; +y2 = 2z, es decir, el valor en el punto de la
diagonal es minimo con respecto a todos los demds puntos de
la recta que pasa por el punto con direccién (—r,r) (véanse
lineas verdes en la Fig. 4(b)).

Proposicion 3.7: Sea r > 0y F una funciéon (—r,r)-

creciente SOD. Para todo (z1,22) € [0,1]%, se cumple que
F(xm, xm) = F(x1,22), donde x,, = 1T T2

Demostracion:  Sea F una funcién (—r,r)-creciente
SOD, (z1,2) € [0,1]? y x,, = “F*2. Como consecuencia
del Corolario 3.5, F' es (—r,r) y (r, —r)-creciente en T,, =
(Zm, Tm) € A. Distinguimos dos posibles casos dependeiendo
del punto = = (x1,x2).

o Caso 1: Sea (v1,22) € ;. Dado ¢ = #1572 > 0, se
cumple (z1,22) + ¢(—r,r) = (Tm,Zm). Como F es
(—r,r)-creciene en (z1,x2), se tiene que F(x1,x2) <
F(2m, Tm ). De manera similar, se tiene que (., T ) +
c(r,—r) = (x1,22). Como F es también (r,—r)-
creciente en (T, ;,), se cumple que F(x.,,Tmn)
F(x1,z2). Por lo tanto, F(z1,22) = F (T, Tim)-

o Caso 2: Sea (v1,22) € Q. Dado ¢ = %57 > 0,
se cumple que (x1,x2) + ¢(r,—r) = (T, Tm). Como
F es (r,—r)-creciente en (x1,z2) (ndtese que en (o,
o2(l) = 2y 02(2) = 1), y se tiene que F(x1,x2) <
F (2, Trm ). De manera similar, se tiene que (Z,,, ., ) +
e(—r,r) = (x1,22). Como F es también (—r,7r)-
creciente en (T, Tm,), se cumple que F(Zp,Tm) <
F(x1,x2). Por lo tanto, F(z1,22) = F (T, Tm)-

IN

IV. CONCLUSIONES

En la literatura reciente encontramos diversas nociones
de monotonia menos restrictivas que la monotonia en cada
variable que se impone a la funciones de agregacién. En
este trabajo, hemos analizado la interpretacién geométrica
de estas monotonias. Se ha estudiado la diferencia entre
monotonia direccional ordenada y monotonia direccional or-
denada reforzada, viendo que la principal diferencia es que

AY

>
>

1 T

a) Direcciones de crecimiento en los puntos
de la diagonal de una funcién 7-creciente SOD.

AY
1 ¥ ~ ~ < 7
\ \ \ \ N .
\ \ \ N .
\ \ \ \ ¥
\ \ \ N .
N N N v N
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N N N N v N
\ . \ N N
A N N ~ N
~ N N s N N
S N — \ \
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\
S N~ ~ ~
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\ N . \ \
N Y N N N
N < S N N
~ N N N N
N N \ \
N N ~ N N
7N N N N
~ . N N ~ N
N \ N \ .
> \ N » \
. N N ~ N
. N N N N N
N N >
1 T

b) Lineas paralelas con direccién (—r, 7).

Fig. 4. Representacion grifica del comportamiento de las funciones ¥ =
(71, 72)-creciente SOD con 71 = —r2.

la monotonia direccional ordenada restringe sus condiciones
de monotonia al subespacio 2 en el que se encuentra. El
andlisis geométrico llevado a cabo para el caso 2-dimensional,
también nos ha permitido deducir alguncas consecuencias del
comportamiento de las funciones direccionalmente ordenadas
reforzadas cuando el vector de las direcciones ¥ = (ry, )
satisface que 1 = —rs.

Como trabajo a futuro, destaca la posibilidad de realizar
un estudio mds general de la interpretaciéon geométrica para el
caso n-dimensional. En este caso, se perderia la posibilidad de
dibujar el dominio en el plano, pero existe una mayor cantidad
de permutaciones posibles, que darfan un mayor nimero de
regiones donde las direcciones varfan.
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