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Resumen—El Modus Ponens resulta ser una propiedad esen-
cial en los procesos de inferencia que se llevan a cabo tanto
en el razonamiento aproximado como en el control borroso.
De este modo es necesario que la conjuncién y la implicacion
borrosa utilizadas en dichos procesos de inferencia verifiquen
la desigualdad inherente a la propiedad del Modus Ponens.
Habitualmente la conjuncién borrosa se modeliza mediante una
t-norma aunque, cada vez mas, se sustituye la t-norma por
una uninorma conjuntiva. En este trabajo se estudia cuando
las (U, N)-implicaciones verifican el Modus Ponens respecto de
una uninorma conjuntiva U en general, de forma similar a cémo
se hizo para RU-implicaciones en [21], [22]. En la inecuacion
funcional derivada del Modus Ponens se ven involucradas dos
uninormas diferentes y una negacion borrosa dando lugar a
diversas posibilidades. De esta manera, en esta comunicacion se
presenta solo un primer paso en este estudio ya que, dependiendo
de las clases a las que pertenecen dichas uninormas, aparecen
numerosos casos a estudiar.

Index Terms—Funcién de implicacion borrosa, (U, N)-
implicacion, Modus Ponens, t-norma, uninorma, negacion natural
asociada.

I. INTRODUCCION

Las funciones de implicacién borrosas se utilizan habitual-
mente en el razonamiento aproximado y en el control borroso
para modelizar los condicionales borrosos y también para rea-
lizar inferencias. Cuando se considera la regla composicional
de inferencia de Zadeh, el Modus Ponens resulta ser esencial
en el proceso. Al trasladar dicha regla de inferencia al 4&mbito
borroso se obtiene la desigualdad funcional:

T(x,I(z,y)) <y paratodos z,y€[0,1, (1

donde T es una t-norma continua e / es una funcién de
implicacién borrosa.

Debido a la importancia del Modus Ponens, diversos investi-
gadores han ido realizando un estudio exhaustivo de aquellas t-
normas 7"y funciones de implicacién borrosas I que verifican
la ecuacién (1) a lo largo de los afios (véase por ejemplo
[2], [4], [17], [20], [30]-[33]). Los principales resultados en
este campo se han dado para implicaciones derivadas de t-
normas y t-conormas. Asi, las implicaciones residuadas y las
(S, N)-implicaciones se analizaron en detalle en [2], [30],
[31], mientras que las QL y D-implicaciones se investigaron en
[32]. Una recopilacion de estos resultados y una completacion
de los mismos se puede hallar en la seccién 7.4 del libro [4].

Sin embargo, existen otros tipos de implicaciones a con-
siderar (véase [3], [4], [24]). Entre estos otros tipos pode-
mos destacar las implicaciones derivadas de funciones de
agregacién mds generales que las t-normas y las t-conormas.
En particular, las implicaciones derivadas de uninormas se
han estudiado de manera exhaustiva (véase por ejemplo [1],
[51, [9], [18], [26]-[28]). De hecho, el Modus Ponens ha
sido analizado recientemente para dos tipos concretos de
implicaciones derivadas de uninormas: las RU-implicaciones
y las (U, N)-implicaciones (véase [17]).

Aunque las uninormas se introdujeron inicialmente en el
ambito de las funciones de agregacién (véase [11], [34]), se
han estudiado también como operadores logicos debido al
hecho de que son siempre conjuntivas o disyuntivas. Dada
su estructura, las uninormas se pueden ver claramente como
generalizaciones de las t-normas y t-conormas simultinea-
mente y, en este sentido, se ha comprobado ya su utilidad
en muchos campos como son los sistemas expertos borrosos
(véase [10]), las redes neuronales (véase [6]) y la ldgica
borrosa en general (véase [25] y las referencias alli citadas).
En particular, las uninormas conjuntivas se utilizan cada vez
mds como conjunciones borrosas y, en este sentido, sustituir
en el Modus Ponens la t-norma 7" por una uninorma conjuntiva
U resulta natural.

Siguiendo en esta linea, el caso de sustituir la t-norma 7" por
una uninorma conjuntiva U, dando lugar al llamado U-Modus
Ponens (o también U-condicionalidad), ha sido recientemente
propuesto por los autores en [21], [22]. En estos trabajos
se demuestra que la implicacion considerada en el U-Modus
Ponens tiene que verificar determinadas propiedades que son
caracteristicas de algunos tipos de implicaciones derivadas de
uninormas: las RU-implicaciones y las (U, N)-implicaciones.
En este sentido, el presente trabajo puede ser visto como una
continuacién de los articulos mencionados [21], [22] ya que,
en estos articulos se investigd el U-Modus Ponens para el
caso de las RU-implicaciones, mientras que en la presente
comunicacién hacemos lo mismo para el caso de las (U, N)-
implicaciones.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera: tras la
introduccién, dedicamos la seccién 2 a recordar algunos pre-
liminares para lograr que el trabajo sea lo mds autocontenido
posible. La seccién 3 estd dedicada al Modus Ponens respecto
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de una uninorma U, incluyendo algunos resultados generales
para (U, N)-implicaciones. Se demuestra en particular que la
uninorma disyuntiva U’ utilizada para construir la (U, N)-
implicacién solo puede pertenecer a unas pocas clases de
uninormas de entre las mas usuales, a saber, las representables,
las idempotentes y las continuas en ]0,1[%. Se realiza un
estudio exhaustivo para el caso de uninormas representables
mientras que, para los otros dos casos, se dan simplemente
diversos ejemplos. Finalmente, el trabajo concluye con la
seccién 4 dedicada a establecer algunas conclusiones y trabajo
futuro.

II. PRELIMINARES

Supondremos que el lector estd familiarizado con los resul-
tados bdsicos sobre t-normas, t-conormas y negaciones (para
mas detalles véase [14]). Supondremos también conocidos
los resultados basicos sobre implicaciones (véase [4], [20]).
A continuacién recordaremos solo algunos conceptos sobre
uninormas que utilizaremos a lo largo del trabajo. En cualquier
caso, mds detalles sobre uninormas y sus clases méas estudiadas
pueden hallarse en el reciente articulo recopilatorio [16].

Definicién 1: Una uninorma es una aplicacién U : [0, 1] —
[0,1] asociativa, conmutativa, creciente en cada variable y tal
que existe un elemento e € [0,1], llamado elemento neutro,
tal que U(e,x) = x para todo z € [0, 1].

Evidentemente, una uninorma con elemento neutro e = 1 es
una t-norma y una uninorma con elemento neutro e = 0 es una
t-conorma. Para cualquier otro valor e €]0, 1], la operacién se
comporta como una t-norma en [0, ¢]?, como una t-conorma
en [e,1]? y toma valores entre el minimo y el maximo en el
conjunto A(e) dado por

A(e) =[0,e[x]e,1] U Je, 1] x [0, €.

Denotaremos de forma habitual una uninorma con elemento
neutro e y t-norma y t-conorma subyacente, 7' y S respec-
tivamente, por U = (T,e,S). Cualquier uninorma verifica
que U(0,1) € {0,1} y cuando U(1,0) = 0 se dice que la
uninorma U es conjuntiva, mientras que cuando U(1,0) = 1
se dice que U es disyuntiva. Recordemos aqui la estructura de
tres de las clases mas usadas de uninormas conjuntivas.
Teorema 2: ( [11]) Sea U : [0,1]> — [0,1] una uninorma
con elemento neutro e € |0, 1[.
(a) Si U(0,1) = 0, entonces la seccién = +— U(z,1) es
continua excepto en x = e si y solo si U viene dada por

U(x’y) =
el (%, 2) si (2,y) € [0,¢]?,
e+ (1—e)S (g,%) si (1,y) € [e, 1)%,
min(z,y) si (z,y) € A(e),

donde T es una t-norma y S es una t-conorma.

(b) Si U(0,1) = 1, entonces la secciéon = — U(z,0) es
continua excepto en x = e si y solo si U viene dada
por la estructura anterior cambiando el minimo por el
mdximo en A(e).

Denotaremos por Uy, al conjunto de uninormas de la forma
dada en (a) y por Unmsx al conjunto de uninormas de la forma
dada en (b). Asimismo, una uninorma de Ui, con t-norma
subyacente 7', t-conorma subyacente .S y elemento neutro e la
denotaremos por U = (T, e, S)mm ¥, de forma similar, a una
uninorma de Un,sx la denotaremos por U = (T, e, S) max-

Las uninormas idempotentes fueron analizadas primero en
[7] y posteriormente caracterizadas en [8] para el caso de tener
alguna continuidad lateral, y en [15] para el caso general. El
resultado definitivo fue establecido en [29] como sigue.

Teorema 3: ( [29]) U es una uninorma idempotente con
elemento neutro e € [0,1] si y solo si existe una funcién
decreciente g : [0,1] — [0,1], simétrica respecto de la
identidad, con g(e) = e y tal que U(z,y) =

min(z,y) siy<g(z)o (y=g(z)yz<g*(x)),
méx(z,y) siy>g(x)o (y=g(x)yz>g*(z)),
oy siy=g(z)yz=g*(x),

siendo conmutativa en los puntos (z,y) tales que y = g(x)
con = = g(z).

Una uninorma idempotente U con elemento neutro e y
funcién asociada g, la denotaremos por U = (g,€)iqe y la
clase de todas las uninormas idempotentes la denotaremos por
Uiqe. Obviamente, para esta clase de uninormas, la t-norma
subyacente es siempre la t-norma minimo y la t-conorma
subyacente es siempre la t-conorma maximo.

Definicion 4: Diremos que una uninorma U con elemento
neutro e € |0, 1] es representable si existe una funcién estric-
tamente creciente h : [0, 1] — [—o0, +00] (llamada generador
aditivo de U, que es Unico salvo una constante multiplicativa
k > 0), con h(0) = —o0, h(e) =0y h(1) = +oo, tal que U
viene dada por

U(z,y) = h™" (h(z) + h(y))

para todo (z,y) € [0,1]2\ {(0,1),(1,0)} y U(0,1) =
U(1,0) =00 U(0,1) = U(L,0) = 1.

Una uninorma representable con elemento neutro e €]0, 1]
y generador aditivo h la denotaremos por U = (e, h)rep ¥
denotaremos la clase de todas las uninormas representables
por U,ep. Claramente, esta clase estd contenida en la clase de
uninormas continuas en ]0, 1[?> que fue caracterizada en [12]
(véase [16] para la version actual y para mas detalles).

Teorema 5: ( [16]) Sea U una uninorma continua en ]0, 1[2
con elemento neutro e €]0, 1[. Se verifica uno de los dos casos
siguientes:

(a) Existen u € [0, e[, A € [0,u], dos t-normas continuas T}
y T y una uninorma representable R tales que U viene dada
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u + —u)R(f:Z,%) si z,y € Ju, 1],
1 si min(z,y) € A1 (9
y méx(z,y) =1,
Aol si (z,y)=(\1)
o (z,y) = (L),
min(z,y) en cualquier otro caso.

(b) Existen v € e, 1], w € [v, 1], dos t-conormas continuas
S1y Sz y una uninorma representable R tales que U viene
dada por U(x,y) =

vR (%, %) si x,y € ]0,v],
v (w=0)8 (22, 222) siaye o,
wt (1-w)S, (£2,122) sizye w1,
0 si méx(z,y) € [0,w] (3

y min(z,y) =0,
wolo si (z,y) = (0,w)
o (xvy) - (OJ,O),
en cualquier otro caso.

max(z,y)

Denotaremos por Usos' la clase de todas las uninormas
continuas en ]0,1[%. La subclase formada por todas aque-
llas de la forma (2) la denotaremos por UUecosmin y Una
uninorma concreta de esta clase la denotaremos por U =
(T1, A\, Tz, u, (R, €))cos,min- Andlogamente, la subclase forma-
da por las uninormas de la forma (3) serd denotada por
Ucos,msx y Una uninorma concreta de esta clase la denotaremos
por U = ((R, €),v, S1,w, S2)cos,méx-

Definicién 6: Una operacién binaria I : [0,1]2 — [0,1]
es una funcion de implicacion borrosa, o una implicacion
borrosa, si satisface:

M) I(xz,z) > I(y,z) cuando z < y, para todo z €
[0,1].

(12) I(z,y) < I(xz,z) cuando y < z, para todo = €
[0,1].

1) I1(0,0)=1I(1,1)=1 e I(1,0)=0.

Noétese que, de la definicién, se desprende que I(0,z) = 1
e I(x,1) = 1 para todo x € [0,1] mientras que los valores
simétricos I(x,0) e I(1,x) no se derivan de la definicién.

Definicion 7: Sea I una implicacion borrosa. La funcién Ny
definida por Ny(z) = I(x,0) para todo = € [0, 1], se llama la
negacion natural de I y es siempre una negacién borrosa.

Por otra parte, existen diversas clases de funciones de
implicacién derivadas de uninormas. Recordamos aqui el caso
de las (U, N)-implicaciones.

' Aqui el subindice “cos” corresponde a las iniciales de:
square”.

“continuous open

Definicion 8: Sea U una uninorma y N una negacién bo-
rrosa. El (U, N)-operador derivado de U y N es la operacién
binaria definida por

IU,N(xay) = U(N(J,‘),y) para todos T,y € [07 1]

Es conocido que, con esta definicion, Iy ny es una funcién
de implicacién borrosa si y solo si U es disyuntiva y entonces
se conoce con el nombre de (U, N)-implicacion. Algunas
propiedades de las (U, N)-implicaciones han sido estudiadas
para diversos tipos de uninormas entre las que destacan las
ya recordadas en estos preliminares, pero también otras como
las uninormas localmente internas o compensatorias y las
uninormas con operadores subyacentes continuos (para mas
detalles véase [4], [5], [17], [19], [28]). Recientemente, el
Modus Ponens respecto de una t-norma 7' se ha estudiado
en detalle en [17] para implicaciones derivadas de uninormas.

III. U-MoDUS PONENS PARA (U, N)-IMPLICACIONES

En esta seccion queremos estudiar el Modus Ponens respec-
to de una uninorma U, o simplemente el U-Modus Ponens,
para la clase de las (U, N)-implicaciones. Empezamos estable-
ciendo de manera formal la definicién del U-Modus Ponens.

Definicion 9: Sea I una implicacién borrosa y U una
uninorma. Diremos que [ verifica el Modus Ponens respecto
de U (o simplemente el U-Modus Ponens), o también que [
es un U-condicional si

U(z,I(z,y)) <y paratodos z,y € [0, 1]. 4)

Nuestra intencién es estudiar la desigualdad anterior en el
caso en que la implicacién I sea una (U, N)-implicacién. Es
ya conocido (véase [21]) que si I y U verifican la inecuacién
(4), U tiene que ser necesariamente conjuntiva. Por lo tanto,
en todo lo que sigue, consideraremos que U es una uninorma
conjuntiva, U’ es una uninorma disyuntiva y N una negacién
borrosa a partir de las cuales derivamos la (U, N)-implicacién
Iy n. Damos primero algunas propiedades necesarias para
que se verifique el U-Modus Ponens.
Proposicion 10: Sea U una uninorma conjuntiva con ele-
mento neutro e €]0,1[ y U’ una uninorma disyuntiva con
elemento neutro e’ €]0, 1]. Sea N una negacién borrosa y sea
Iy n 1a correspondiente (U, N)-implicacién. Si Iy x verifica
el U-Modus Ponens respecto de U, se verifican las siguientes
propiedades:
i) U'(N(e),y) <y para todo y € [0,1]. En particular, se
tiene que cumplir N(e) < ¢’

ii) U'(N(z),y) < e para todos x,y tales que e < y < z. En
particular, se tiene que cumplir U’(0,y) < e para todo y
tal que e <y < 1.

iii) U(z, N(z)) < €’ para todo = € [0,1]. En particular, si
N tiene e como punto fijo, entonces U(en,en) < €.

iv) La negacién borrosa N verifica N(z) < 1 para todo
x> 0.

La proposicién anterior muestra algunas condiciones nece-
sarias sobre las uninormas U, U’ y sobre la negacién N para
que la correspondiente Iy v verifique el U-Modus Ponens. A
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partir de ahora, nos restringiremos al caso en que la uninorma
U’ es localmente interna en la frontera, esto es, U’ verifica
U'(0,y) € {0,y} paratodo y > e’ (véase [13], [16]). Notemos
sin embargo que esta condicion no es en absoluto restrictiva ya
que todas las clases habituales de uninormas son localmente
internas en la frontera. Eso incluye, no solo las clases recorda-
das en los preliminares, sino también las localmente internas
y las uninormas con operadores subyacentes continuos (véase
[16]).
El siguiente resultado actualiza la proposicién anterior en
el caso en que la uninorma U’ sea localmente interna en la
frontera.
Proposicion 11: Sea U una uninorma conjuntiva con ele-
mento neutro e €]0,1[ y U’ una uninorma disyuntiva, local-
mente interna en la frontera, con elemento neutro e’ €]0, 1].
Sea N una negacién continua y sea Iy y la correspondiente
(U, N)-implicacién. Si Iy y verifica el U-Modus Ponens
respecto de U entonces:
= Se tiene que cumplir U’(0,y) = 0 para todo y < 1.
= La negacién natural asociada a I/ y tiene que ser la
negacién dréastica Np dada por Np(z) = 0 para todo
x> 0.

s U’ no puede ser de Upsx.

= Si U es de Uesmax, digamos U’ =
((R,€),v,51,w,5)cos,max> entonces se tiene que
cumplir w = 1.

= Si U’ es idempotente, digamos U’ = (¢’, ¢');qe, entonces
se tiene que cumplir ¢'(0) = 1.

Nota 12: A partir de la proposicién anterior tenemos que la
uninorma disyuntiva U’ usada en la construccién de Iy y
no puede ser cualquiera. Sin embargo, notemos que aun
quedan otras posibilidades de entre las clases de uninormas
consideradas en los preliminares. Concretamente, U’ puede
ser de cualesquiera de las siguientes clases:

= uninormas representables, o

» uninormas idempotentes con ¢'(0) =1, o

= uninormas de Ugos,max con w =1, 0

= uninormas de Ucosmim con A = 0 (A = 0 es necesario

para asegurar que la uninorma U’ sea disyuntiva).

Antes de tratar con cada una de estas clases de forma sepa-
rada presentamos en esta seccion algunos resultados generales
adicionales.

Obviamente la (U, N)-implicacién Iy depende comple-
tamente no solo de la uninorma U’, sino también de la
negaciéon NN usada en su construccién. Recordemos que ya
hemos visto que la negacion N no puede tomar el valor
1 en puntos > 0 si queremos que se verifique el U-
Modus Ponens. Por el contrario, N puede tomar el valor 0 en
subintervalos no triviales como indica la siguiente proposicion.

Proposicion 13: Sea U’ una uninorma disyuntiva en alguna
de las clases descritas en la nota 12. Si N = Np es la
negacion borrosa dréstica, entonces I/ y viene dada por la
menor implicacién borrosa posible
1 siz=00y=1,

Iy Z, = ] x, = .
v ’N( v) o(@:y) 0 en cualquier otro caso,

que verifica siempre el U-Modus Ponens respecto de cualquier
uninorma conjuntiva U.

En lo que queda de seccién vamos a considerar solo el caso
en que la negacién N sea al menos continua, que es en realidad
el caso mds habitual®. En esta situacién, vemos que también
se puede descartar la clase de uninormas de Uecos max-

Proposicion 14: Sea U una uninorma conjuntiva con ele-
mento neutro e €]0,1[ y U’ una uninorma disyuntiva con
elemento neutro ¢’ €]0, 1]. Sea N una negacién continua y sea
Iy v la correspondiente (U, N)-implicacion. Si Iy n verifica
el U-Modus Ponens respecto de U entonces U’ no puede ser
de Z/{cos,méx-

Recordemos que cuando la negacién borrosa considerada
N es continua ha de tener un punto fijo que denotaremos por
en. En este caso tenemos hasta tres valores clave en nuestro
estudio. A saber, los elementos neutros de U, U’ y el punto
fijo de N, es decir, e,€’ y ey respectivamente. La siguiente
proposicion establece la relaciéon de orden posible entre los
mismos segun los casos.

Proposicion 15: Sea U una uninorma conjuntiva con ele-
mento neutro e €]0,1[ y U’ una uninorma disyuntiva con
elemento neutro ¢’ €]0,1[. Sea N una negacién continua
con punto fijo ey y sea Iy n la correspondiente (U, N)-
implicacién. Si Iy n verifica el U-Modus Ponens respecto
de U entonces,

= Si ¢/ < ey, necesariamente se tiene que cumplir ¢’ <

ey <e,y

s Si ¢/ = ey, necesariamente se tiene que cumplir ¢/ =

en <e.

Notemos que el caso ¢ > ey no estd incluido en la
proposicion anterior. Ello es debido a que en dicho caso, no
hay restricciones iniciales para la posicién de e con respecto
a los valores ¢’ > en.

El siguiente paso en nuestra investigacion serd realizar un
estudio del U-Modus Ponens para (U, N)-implicaciones deri-
vadas de uninormas de cada una de las clases posibles teniendo
en cuenta los resultados anteriores. Esto es, un caso para
(U, N)-implicaciones derivadas de uninormas representables
disyuntivas U’, otro para las derivadas de uninormas U’ de
Uecos,min con A = 0 y otro para las derivadas de uninormas
idempotentes U’ con ¢’(0) = 1.

III-A. Caso en el que U’ es una uninorma representable

Vamos a tratar en esta seccién con uninormas disyuntivas
representables del tipo U’ = (¢’, h')ep. En este caso la corres-
pondiente (U, N)-implicacién derivada de U’ y la negaciéon N
viene dada por

Iy n(w,y) = K1 (B (N (@) + k' (1))

para todos z,y € [0, 1], con el convenio +0co0 — 00 = +o0.
Recordemos también que, a partir de una uninorma repre-
sentable disyuntiva U’ = (e, h/)cp, se obtiene la negacion

2Recordemos que las negaciones continuas son las mas utilizadas en l6gica
borrosa y que contienen, en particular, a las negaciones fuertes (aquellas que
son involutivas) y también a las estrictas (aquellas que son estrictamente
decrecientes y continuas).
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fuerte Ny/(z) = h'~'(—h/(x)) para todo = € [0,1], que es
usualmente conocida como la negacién fuerte asociada a U’.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, se pueden obtener
en este caso los siguientes resultados parciales.

Proposicion 16: Sea U una uninorma conjuntiva con ele-
mento neutro e €]0,1[, U’ = (¢/, h'),ep disyuntiva, N una ne-
gacién borrosa e I/ i la correspondiente (U, N )-implicacién.
SiU < U’y N < Ny entonces Iy n verifica el U-Modus
Ponens respecto de U.

En el caso en que la negacién considerada N coincida con
la negacién fuerte asociada Ny, la condicion U < U’ se
convierte en necesaria y suficiente como se ve en el siguiente
resultado.

Proposicion 17: Sea U una uninorma conjuntiva con ele-
mento neutro e €]0,1[, U’ = (¢, ') 1ep disyuntiva, N = Ny,
la negacién fuerte asociada a U’ e Iy  n la correspondien-
te (U, N)-implicacién. Entonces I/ n verifica el U-Modus
Ponens respecto de U si y solo si U < U’.

Damos a continuacién algunos ejemplos de (U, N)-
implicaciones, basadas en uninormas disyuntivas representa-
bles, que verifican el U-Modus Ponens.

Ejemplo 18: A partir de resultados anteriores podemos
presentar los siguientes ejemplos de (U, N)-implicaciones que
verifican el U-Modus Ponens.

i) Sea U’ = (€/,h/)rep una uninorma representable dis-
yuntiva con elemento neutro ¢ €]0,1[ y N = N la
negacion fuerte asociada a U’. En estos casos, es sabido
que la t-norma Ty y la t-conorma Sy subyacentes son
estrictas. Consideremos entonces las uninormas de U,
dadas por

UO = <TU’;6/7SU’>m1'n y Ul = <min, 6/7SU>m1'n7

donde Sy es cualquier t-conorma. Entonces resulta claro
que Uy < U’ pero en cambio U; £ U’. De esta manera,
a partir de la proposicién 17, tenemos que Iy v verifica
el U-Modus Ponens respecto de Uy pero no lo verifica
respecto de Uj.

ii) Tomemos en este caso la uninorma dada por U'(z,y) =

1 si (z,y) € {(1,0),(0, 1)},

Yy :
———— en Iquier otr: .
=2)(i—y)Fzy ©N cualquie otro caso

Se sabe que U’ es una uninorma disyuntiva representable
con elemento neutro ¢’ = 1 y generador aditivo ' (z) =
log (&) (ver [11]). Més atin, su negacion asociada es
la negaci6n clasica N.(z) = 1 — z. De este modo, si
tomamos la uninorma de Uy, dada por U(z,y) =

2y si z,y <1/2,
20+ 2y — 22y —1 siz,y>1/2,
min(z,y) en cualquier otro caso,

podemos ver ficilmente que U < U’ y, considerando
cualquier negacién borrosa N tal que N < N, la
correspondiente (U, N)-implicacion Iy n verifica el U-
Modus Ponens respecto de U (aplicando simplemente la
proposicion 16).

Precisamente, debido a las restricciones de espacio, en
las secciones siguientes nos limitaremos a dar sendos ejem-
plos de (U, N)-implicaciones verificando el U-Modus Ponens,
basadas en uninormas disyuntivas pertenecientes a la clase
correspondiente. Dejaremos en cambio el estudio exhaustivo
de estos casos para un trabajo futuro.

III-B. Caso en el que U’ es una uninorma de Ugos min con

A=0

Damos en este caso el siguiente ejemplo que demuestra
la existencia de numerosas (U, N)-implicaciones verificando
el U-Modus Ponens basadas en uninormas disyuntivas de
Uecos,min con A = 0.

Ejemplo 19: Consideremos U’ una uninorma disyuntiva de
Ucos,mm con A = 0, digamos U’ = (0, T, u, (R, €))cos,min-
Consideremos cualquier uninorma U de Ui, con elemento
neutro e = u cualquier negacién borrosa continua N con punto
fijo ey = u y tal que N(z) < 1 para todo = > 0. Entonces,
la (U, N')-implicacién derivada de U’ y de N verifica siempre
el U-Modus Ponens respecto de U.

II-C. Caso en el que U’ es una uninorma idempotente con
9(0) =1

El siguiente ejemplo muestra que existen numerosas (U, N)-
implicaciones que verifican el U-Modus Ponens, en este caso
basadas en uninormas idempotentes disyuntivas con g(0) = 1.

Ejemplo 20: Consideremos una negacién fuerte N con
punto fijo e €]0,1[ y sean U y U’ las uninormas idempotentes
dadas respectivamente por:

min(x,y siy < N(x),
Ulz,y) =4 o) (z)
méx(x,y) siy> N(z),
y
U (2, y) = ml’fl(x,y) sty < N(z),
méax(x,y) siy > N(x).

Claramente tenemos que U es conjuntiva, U’ es disyuntiva y la
(U, N)-implicacién derivada de U’ y N verifica el U-Modus
Ponens respecto de U.

IV. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

El Modus Ponens es la regla borrosa bdsica comunmente
utilizada en el razonamiento aproximado y el control borroso
para manejar inferencias borrosas. De este modo, es 16gico
requerir a la conjuncién y a la implicacién borrosas que se
vayan a usar en los procesos de inferencia, que verifiquen la
inecuacién funcional asociada al Modus Ponens. Habitualmen-
te, se usa una t-norma para modelizar la conjuncidén borrosa
pero, cada vez mas, se utiliza también una uninorma conjuntiva
en su lugar, lo que nos lleva a considerar el llamado U-Modus
Ponens.

Dicha propiedad ya ha sido estudiada para implicaciones
residuadas derivadas de uninormas (RU-implicaciones) en
[21], [22]. Siguiendo en la misma linea, en este trabajo hemos
iniciado el estudio para (U, N)-implicaciones, es decir para
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implicaciones derivadas de uninormas disyuntivas y nega-
ciones borrosas. Hemos visto que, de entre las clases de
uninormas disyuntivas mds habituales, solo existen soluciones
en los casos de (U, N)-implicaciones derivadas de uninormas
representables, de uninormas en Ueosmin con A = 0y de
uninormas idempotentes con g(0) = 1. Hemos dado ejemplos
en cada uno de los tres casos, aunque, mientras que el
caso relativo a uninormas representables ha sido resuelto con
detalle, un estudio exhaustivo de los otros dos casos se ha
dejado para un trabajo futuro.

Queremos especificar que como trabajo futuro, ademas del
ya mencionado, pretendemos extender nuestro estudio a otros
tipos de implicaciones como son las h y (h, e)-implicaciones
recientemente introducidas en [23]. Finalmente, es nuestra
intencién desarrollar también un estudio similar de una ge-
neralizaciéon mediante uninormas de la regla de inferencia del
Modus Tollens.
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