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Resumen—En este trabajo estudiamos como solucionar el
problema que presentan los outliers a la hora de realizar un
proceso de agrupamiento. Para ello, presentamos una funcién
objetivo que extiende a la del algoritmo Fuzzy Cluster Means,
mediante el uso de conjuntos intervalo-valorados difusos. En este
caso, las pertenencias de cada dato a cada grupo se representan
mediante intervalos. Posteriormente, presentamos un algoritmo
que minimiza la funcién objetivo propuesta y mostramos c6mo
se comporta ante diferentes conjuntos de datos.

Index Terms—clustering, intervalo, pertenencia

I. INTRODUCCION

El problema de clustering o agrupamiento es un problema
de clasificacién no supervisada cuyo objetivo es encontrar
los grupos naturales existentes en un conjunto de datos. Para
ello, se basa en la idea de que los datos que pertenecen a
un mismo grupo deben compartir caracteristicas similares,
mientras que los datos que pertenecen a diferentes grupos
deben diferenciarse en dichas caracteristicas [4].

Los algoritmos de agrupamiento se pueden dividir de ma-
nera general en dos tipos: algoritmos jerdrquicos y algoritmos
de particiones. Los algoritmos jerdrquicos crean un &rbol
(dendograma) que mide las similitudes entre los datos [5] [9].
Por su parte, los algoritmos de particiones separan los datos
en un nimero prefijado de grupos. Cada uno de esos grupos
se representa mediante un centroide, que es el punto cuya
suma de distancias desde todos los datos del grupo a si mismo
es minima [6] [7] [8]. En este trabajo nos centramos en los
algoritmos de particiones.

Dentro de los algoritmos de particiones uno de los mas
conocidos y utilizados es el k-means [3] [8]. En este algoritmo
se separan todos los datos en c grupos y se calculan los
centroides de cada grupo. El objetivo es minimizar la suma
de las distancias de cada dato a su centroide correspondiente.
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donde ||z||a = VaxtAzx es cualquier norma asociada a un
producto escalar.

Uno de los problemas que presenta el algoritmo k-means,
asi como muchos algoritmos de agrupamiento de particiones,
es que no son capaces de manejar situaciones en las que los
grupos de datos se encuentran solapados. En esos casos, los
datos que se encuentran en la zona solapada entre dos o mas
grupos deberian pertenecer a todos esos grupos y no solo a
uno de ellos.

Una de las maneras de solucionar este problema es utilizan-
do la légica difusa [10]. De este modo, cada uno de los datos
puede pertenecer a mds de un grupo, con diferente valor de
pertenencia. Estos valores de pertenencia son nimeros entre 0
y 1. El algoritmo Fuzzy Cluster Means (FCM) [1] extiende la
idea del algoritmo k-means empleando la 16gica difusa.

En el FCM, cada dato tiene una pertenencia total de 1,
que reparte entre todos los grupos. De esta manera, un mismo
dato puede pertenecer a todos los grupos existentes, siempre y
cuando la suma de sus valores de pertenencia sea 1. El objetivo
es minimizar la suma ponderada de las distancias de cada dato
a todos los centroides. Los pesos de esta suma vienen dados
por el valor de pertenencia de cada dato a cada grupo.

n c
J = ZZ(Uik)mek —vill4

k=11=1

Este algoritmo consigue solucionar el problema del sola-
pamiento entre grupos. Sin embargo, cuando existen outliers
entre los datos a clasificar, el FCM no es capaz de detectarlos
y por ello sus resultados se ven distorsionados.

Para solucionar este problema, en este trabajo presentamos
un nuevo algoritmo de agrupamiento que extiende el FCM, de
tal forma que es capaz de detectar los datos que no pertenecen
a los grupos naturales existentes en el conjunto de datos.

De la misma forma que el uso de los conjuntos difusos
permite aportar nueva informacién al proceso de agrupa-
miento, en nuestra propuesta utilizamos una extensién de los
conjuntos difusos: los conjuntos intervalo-valorados difusos.
En este trabajo, utilizamos dichos conjuntos para cuantificar
las pertenencias, por lo que cada dato va a pertenecer a
todos los grupos con un valor de pertenencia que es un
intervalo en [0,1]. Utilizamos la amplitud de dicho intervalo
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para representar la seguridad que tenemos de que ese dato
pertenezca a los grupos presentes en el dataset que estamos
clasificando. De esta forma, si estamos totalmente seguros de
que un dato pertenece a uno o varios de los grupos existentes,
las pertenencias de dichos datos a todos los grupos tendran
amplitud 0. Por el contrario, si estamos totalmente seguros de
que un dato no pertenece a ninguno de los grupos presentes, las
pertenencias de ese dato a todos los grupos tendran amplitud
1, que es el maximo permitido.

El resto de este trabajo estd organizado de la siguiente
forma: en la Seccién II repasamos brevemente el algoritmo
Fuzzy Cluster Means; en la Seccion III explicamos en detalle
el algoritmo que proponemos en este trabajo y en la Seccion
IV vemos cémo se comporta mediante el uso de varios
ejemplos de datos. Finalmente, en la Seccién V mostramos
las conclusiones obtenidas.

II. FCM

El Fuzzy Cluster Means (FCM) [1] es uno de los algoritmos
de agrupamiento difuso mds utilizados. Al utilizar conjuntos
difusos, permite que cada uno de los datos pertenezca a mas
de un grupo al mismo tiempo. De hecho, basa su idea en que
cada dato debe pertenecer a todos los grupos presentes con un
grado de pertenencia dado. Estos grados de pertenencia son
valores entre 0 y 1, de tal forma que la suma de los valores
de pertenencia de cada dato a todos los grupos siempre sea 1.

Con esta premisa, el algoritmo FCM trata de minimizar
la suma de distancias ponderadas de cada dato a todos los
centroides, haciendo que los pesos de ponderacién sean pro-
porcionales al valor de pertenencia del dato a ese grupo.

n c

J= ZZ(uzk)mH% —uill4

k=11i=1

donde z, es el k-ésimo dato a clasificar, v; es el centroide del
grupo i, u;k es el grado de pertenencia del dato k al grupo @
y m es un valor real mayor que 1. Ademads, se deben cumplir
tres restricciones:

m u, >0, k=1.n,i=1.c

u 22:1 Ui > 0, 1=1..c

m Y i=1% =1, k=1.mn

La solucién a este problema es un proceso iterativo que
comienza con unos centroides elegidos aleatoriamente. A
partir de los centroides se pueden calcular los nuevos valores
de pertenencia de cada dato a cada grupo:

i <|xk - vz-||A)2/<’"”

Uik =
’ = \lex —vjlla

k=1.n,i=1..c Y a partir de los valores de pertenencia se
pueden calcular los nuevos centroides:

v, = 2= (Wik) Ty
' D (i)™

i = 1..c. El proceso termina cuando los cambios en los valores
son suficientemente pequefios.

Uno de los problemas que presenta el algoritmo FCM se
produce cuando el conjunto de datos a clasificar presenta
ruido, o outliers. En estos casos, todos los datos se asignan
a los diferentes grupos, por lo que los datos alejados pueden
modificar erréneamente sus centroides. En la Figura 1 pode-
mos ver un conjunto de datos marcados con asteriscos negros.
Claramente podemos ver dos grupos de datos que se solapan y
un dato que no pertenece a ninguno de los grupos. Marcados
con circulos rojos se ven los centroides de los dos grupos
detectados por el algoritmo FCM.
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Figura 1. Ejecucién del algoritmo FCM sobre un conjunto de datos con

un outlier. Conjunto de datos a clasificar marcados con asteriscos negros.
Centroides obtenidos por el FCM marcados con circulos rojos.

Los dos grupos de datos estdn centrados verticalmente en
el punto 2.5. Sin embargo, como el dato situado en el punto
(5,20) pertenece a ambos grupos, los centroides se desplazan
hacia arriba hasta el valor vertical 2.83.

Ademads, si analizamos los valores de pertenencia de cada
dato a los dos grupos, vemos que el dato situado en el punto
(5, 2.5) tiene un valor de pertenencia de 0.5 a cada uno de los
grupos. Por su parte, el dato situado en el punto (5, 20) también
tiene un valor de pertenencia de 0.5 a cada grupo. Por tanto,
el algoritmo nos indica que ambos datos son iguales a la hora
de formar los dos grupos. Sin embargo, observando la figura,
vemos que uno de los dos datos pertenece a la zona solapada
de los dos grupos mientras que el otro dato no pertenece a
ninguno de los grupos.

A partir de este ejemplo, podemos afirmar que el algoritmo
Fuzzy Cluster Means no funciona adecuadamente cuando en
el conjunto de datos a clasificar hay datos que no pertenecen
a ninguno de los grupos existentes.

III. NUEVO ALGORITMO DE CLUSTERING INTERVALAR

En esta seccion explicamos nuestra propuesta de algoritmo
de agrupamiento. Su principal novedad es que hace uso de
los conjuntos intervalo-valorados difusos para representar las
pertenencias de los datos a cada cluster.
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Llamamos L([0,1]) al conjunto de todos los subintervalos
cerrados en [0, 1], es decir,

L([O’ 1]) = {X = [Q’EH(@’E) € [07 1]2 y z< E}

Un conjunto intervalo-valorado difuso Z en el universo U # ()
es una funcién Z : U — L(]0, 1]).

Una de las interpretaciones existentes de los conjuntos
intervalo-valorado difusos, la cual utilizamos en este trabajo,
es la siguiente: “el grado de pertenencia de un elemento
al conjunto es un valor dentro del intervalo de pertenencia
considerado. No conocemos exactamente el valor, por lo que
proporcionamos sus extremos” [2].

Siguiendo esta idea, podemos asumir que la amplitud del
intervalo representa la ignorancia que tenemos a la hora de
asignar el valor de pertenencia del elemento al conjunto.

Aplicandolo sobre nuestro problema de agrupamiento, que-
remos que si el algoritmo estd completamente seguro de que un
dato pertenece a un grupo, entonces la amplitud de su intervalo
de pertenencia serd minima. No importa si la pertenencia es
[1,1] a un grupo y [0, 0] a los demds, o si pertenece [0,5,0,5] a
dos grupos. Por el contrario, si el algoritmo no esta seguro de
que un dato pertenezca a los grupos que se han creado en los
datos, entonces la amplitud de sus intervalos de pertenencia
deberd ser mayor. En el caso extremo, si un dato parece no
pertenecer a ninguno de los grupos existentes, los intervalos
de pertenencia a todos los grupos pueden ser [0, 1].

Por tanto, a diferencia del algoritmo Fuzzy Cluster Means,
en nuestra propuesta la suma de los extremos inferiores y
superiores de las pertenencias de un dato a todos los grupos
tiene que ser un valor entre 2 y ¢, siendo ¢ el nimero de
grupos. En el caso en el que no existe ninguna duda sobre la
pertenencia de los datos a los grupos, los extremos inferiores
de todos los valores de pertenencia son iguales a los extremos
superiores. Manteniendo la misma restriccién que existia en
el FCM, estos deben sumar 1, por lo que la suma total es 2.
En el caso de que la duda sobre la pertenencia sea méixima,
los intervalos de pertenencia a todos los grupos seran [0, 1],
por lo que la suma total serd igual al nimero de grupos.

De forma andloga al k-means y al FCM, con este nuevo
algoritmo queremos minimizar la suma ponderada de distan-
cias entre cada dato y los centroides de cada grupo, utilizando
como pesos los valores de pertenencia. En este caso, esos
valores de pertenencia son intervalos. Cuando no existe duda
sobre el valor de pertenencia, el extremo inferior y superior del
intervalo son muy parecidos y representan el valor que debe
tomar el peso. Por el contrario, cuando existe una gran duda
de que un dato pertenezca a un grupo, no queremos que su
informacién modifique en gran medida el valor del centroide,
por lo que queremos que su peso sea pequefio. Al ser la
amplitud del intervalo grande, eso significa que su extremo
inferior tiene que ser pequefo. Por tanto, en ambos casos
podemos utilizar un peso para la suma ponderada proporcional
al extremo inferior del intervalo de pertenencia.

También es necesario restringir la suma total de las ampli-
tudes de los intervalos de pertenencia. De no hacerlo, nuestro

sistema se minimizaria al decir que tenemos una duda maxima
sobre la pertenencia de todos los datos existentes.

Por tanto, la funcién objetivo que queremos minimizar en
nuestra propuesta es la siguiente:

T =SS ) o~ wilfy D0 D (0 — )

k=11i=1 k=11i=1

donde x, es el k-ésimo dato a clasificar, v; es el centroide del
grupo 4, [u;k, U;x| es el intervalo de pertenencia del dato k al
grupo ¢ y m es un valor real mayor que 1.

El pardmetro 1/a permite ajustar la importancia relativa de
los dos términos de la ecuacién. Hay que tener en cuenta
que ambos términos no tienen por que estar en la misma
escala: el primer término depende de las distancias entre los
datos y el segundo es siempre un valor entre 0 y 1. Mediante
este pardmetro podemos conseguir que la solucién obtenida
se parezca mds a la obtenida por el FCM si hacemos que el
segundo término tenga mucha importancia, o que la solucién
presente en general amplitudes muy grandes, si es el primer
término el mas importante.

Esta funcién esta sujeta a las siguientes restricciones:

= Los intervalos tienen que estar bien formados. U;; > Uk,
k=1.n,i=1..c

» Todos los grupos tienen que tener por lo menos
un dato con extremo inferior de pertenencia positivo.
2221% >0, 1=1.c

= La suma de los extremos de las pertenencias de un
dato a todos los grupos tiene que estar entre 2 y c.
2> (up +Tg) <=c¢, k=1.n

Cuando el nimero de grupos es 2, esta funcién se puede
minimizar utilizando multiplicadores de Lagrange. De esta
forma, obtenemos un algoritmo iterativo andlogo al FCM.
A partir de una inicializacién aleatoria, podemos actualizar
los intervalos de pertenencia basdndonos en los datos de los
centroides.

2(2a)"/ "
Yk = 2 1 c 1
| — w3/ [C +2(2a) /1 300 W}
2 [Jlag — il /" + (20)/ ]
Uik =

ok = wilPm=t [e 4+ 2(20)/m =1 5y ks |

I=1 g —v, | [7/m 1

para k = 1l..n, ¢ = l..c. A partir de los datos de los
intervalos de pertenencia, podemos actualizar los centroides.

v, — 2okt (Uik) "
g ZZ:l (uik)"L

para ¢ = 1..c. El proceso termina cuando los cambios en
los valores son suficientemente pequefios.
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Figura 2. Ejecucion del algoritmo propuesto y del FCM sobre un conjunto de
datos con un outlier. Conjunto de datos a clasificar marcados con asteriscos
negros. Centroides obtenidos por nuestro algoritmo marcados con tridngulos
azules. Centroides obtenidos por el FCM marcados con circulos rojos.

IV. EJEMPLOS NUMERICOS

En esta seccién mostramos el comportamiento del algoritmo
que hemos propuesto. Para poder visualizar los ejemplos con
mayor simplicidad y que sean mds faciles de entender, en todos
ellos utilizamos sélo dos dimensiones.

Comenzamos con el mismo ejemplo que hemos visto en la
Figura 1. Como ya hemos comentado, el FCM no es capaz
de resolver este ejemplo correctamente. Al aplicar nuestro
algoritmo, los centroides obtenidos ya no se desplazan hacia
arriba de donde deberian estar y se colocan en el centro real
de los grupos existentes. En la Figura 2 hemos marcado con
tridngulos azules los centros obtenidos por nuestro algoritmo
y con circulos rojos aquellos obtenidos por el FCM.

Si analizamos los intervalos de pertenencia resultantes de
este ejemplo, el dato situado en la interseccion de los dos
grupos (punto (5, 2.5)) tiene pertenencia [0.3488, 0.6512] a
cada uno de los grupos, con una amplitud de 0.3024. Por su
parte, el dato outlier (punto 5, 20)) tiene pertenencia [0.0004,
0.9996] a cada uno de los grupos, con una amplitud de
0.9991. Podemos ver claramente como el algoritmo es capaz
de identificar que estos dos datos no son iguales a la hora
de hacer la clasificacion. Al tener una amplitud tan grande el
outlier, esto hace que casi no se tenga en cuenta a la hora de
calcular los centroides, y por eso estos se sitdan en el centro
geométrico del grupo correspondiente.

En la Figura 3 podemos ver un nuevo conjunto de datos
y cOmo se comportan sobre él nuestro algoritmo (centroides
marcados con tridngulos azules) y el FCM (centroides mar-
cados con circulos rojos). Se puede comprobar que ambos
algoritmos obtienen una solucién muy similar.

Si a ese mismo conjunto de datos le afiadimos tres outliers,
entonces vemos que los dos algoritmos ya cambian su com-
portamiento. Esta nueva ejecucion se puede ver en la Figura
4, siguiendo la misma leyenda.
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Figura 3. Ejecucion del algoritmo propuesto y del FCM sobre un conjunto
de datos sin outliers. Conjunto de datos a clasificar marcados con asteriscos
negros. Centroides obtenidos por nuestro algoritmo marcados con tridngulos
azules. Centroides obtenidos por el FCM marcados con circulos rojos.
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Figura 4. Conjunto de datos igual al de la figura 3 al que se le han afadido
tres outliers en los puntos (0,20), (1,18) y (0,10). Ejecucién del algoritmo
propuesto y del FCM. Conjunto de datos a clasificar marcados con asteriscos

negros. Centroides obtenidos por nuestro algoritmo marcados con tridngulos
azules. Centroides obtenidos por el FCM marcados con circulos rojos.

Como podemos comprobar visualmente, la adicién de tres
outliers casi no ha modificado los valores de los centroides
obtenidos por nuestro algoritmo. Analiticamente, estos valores
han pasado de ser

= Grupol— (1.2107, 0.8496)

= Grupo2— (9.4268, 9.8496)

a valer

= Grupol— (1.2223, 0.8670)

= Grupo2— (9.4149, 9.7710)

Sin embargo, en la ejecucién del FCM los nuevos centroides
se ven claramente influenciados por los outliers, y se desplazan
hacia alli. El centroide del grupo 1 se desplaza hacia arriba y
el centroide del grupo 2 lo hace hacia la izquierda. De esta
forma, pasan de valer
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= Grupol— (1.2531, 0.8985)
= Grupo2— (9.2796, 9.4647)

a valer

= Grupol— (1.2181, 1.5217)
= Grupo2— (8.7661, 9.9312)

Uno de los aspectos mds importantes a la hora de aplicar
nuestro algoritmo de agrupamiento es el ajuste del pardme-
tro 1/a. Este parametro permite ajustar la amplitud de los
intervalos de pertenencia. Si el pardmetro !/a toma valores
muy grandes, entonces el algoritmo obtiene soluciones donde
las amplitudes de todas las pertenencias son grandes. Por el
contrario, si el pardmetro /o toma valores pequefios, entonces
el algoritmo encuentra soluciones donde las amplitudes de los
intervalos de pertenencia son pequeiias. Para cada uno de los
problemas es necesario ajustar este parametro, para obtener
las soluciones deseadas.

En la Figura 5 vemos un nuevo conjunto de datos marcado
con asteriscos negros y tres pares de puntos que representan
los centros obtenidos con tres valores del pardmetro 1/a dis-
tintos. Mediante cuadrados rojos los centros obtenidos cuando
l/a = 1/o,0001, tridngulos azules cuando 1/a = 1/10000 y
circulos verdes cuando /a = 1/1.
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Figura 5. Conjunto de datos marcado mediante asteriscos negros. Centros
obtenidos mediante el algoritmo propuesto cuando 1/a = 1/0,0001 (cuadrados
ro0jos), 1/a = 1/10000 (tridngulos azules) y 1/a = 1/1 (circulos verdes).

Como se puede observar, los resultados varfan en gran
medida dependiendo del valor del pardmetro. En el Cuadro
I se muestran los valores de los intervalos de pertenencia de
cada dato a cada grupo. Cuando !/a = 1/0,0001, el algoritmo
encuentra dos centroides aleatorios, cuyas pertenencias son
[0,0] y [1,1] a los dos grupos. El resto de datos tienen una
pertenencia de [0,1] a los dos grupos, es decir, la mdxima
amplitud posible. En este ejemplo de ejecucion, los datos
elegidos para convertirse en centroides son el (0,2) y el
(0,0). Por el contrario, cuando 1/a = 1/10000, todos los
intervalos de pertenencia tienen amplitud O y, por ello, pueden
ser considerados como valores puntuales. En este caso, el
resultado obtenido es muy parecido al obtenido por el FCM.

Por dltimo, el caso en el que 1/a = /1 muestra un ejemplo de
buen balance entre los dos extremos. En este caso, los datos
que estdn muy cercanos a algtin centroide y que, por lo tanto, el
algoritmo esté seguro de su pertenencia a los grupos existentes,
tienen intervalos de pertenencia con amplitudes pequenas. El
dato situado en el punto (0,0), justo en la interseccién de
los dos grupos, tiene una amplitud mayor que el resto de
datos, puesto que estd mds alejado de los centroides, pero
mucho menor que el dato (7,0), que no deberia pertenecer a
ninguno de los dos grupos. Este dato tiene una pertenencia de
[0,0015,0,9985] a ambos grupos, casi la méxima posible.

Por tanto, es muy importante ajustar el pardmetro 1/a, que
balancea la importancia relativa de las distancias entre los
datos y los centroides con las amplitudes de las pertenencias.
Segiin nuestras pruebas hechas sobre varios conjuntos de
datos, un valor que funciona en la mayoria de los casos es
cuando a toma el valor del percentil 10 o 15 de las distancias
entre los datos del conjunto de datos.

V. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado una extensién del al-
goritmo Fuzzy Cluster Means. Mediante nuestra propues-
ta, utilizamos una extensiéon de los conjuntos difusos, los
conjuntos intervalo-valorados difusos, para permitir que el
algoritmo detecte los datos considerados outliers y que estos
no interfieran en el proceso de agrupamiento del resto de datos.
Mediante varios ejemplos ilustrativos hemos comprobado que
el algoritmo se comporta de manera correcta, tanto cuando
existen outliers como cuando no. Ademads, hemos comprobado
que es muy importante la eleccién de un buen valor para
el pardmetro que pondera los dos términos de la funcién
objetivo, ya que este parametro permite una variedad total
entre soluciones con la maxima y la minima amplitud en las
pertenencias de todos los datos a todos los grupos.
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Cuadro I
RESULTADOS DE LOS INTERVALOS DE PERTENENCIA OBTENIDOS POR EL ALGORITMO PROPUESTO SOBRE EL CONJUNTO DE DATOS DE LA FIGURA 5. EN
CADA FILA SE MUESTRA LA INFORMACION REFERENTE A UN DATO. PARA EL SE INDICAN LOS INTERVALOS DE PERTENENCIA A LOS DOS GRUPOS
EXISTENTES, CUANDO EJECUTAMOS EL ALGORITMO CON DIFERENTES VALORES DEL PARAMETRO 1/a: 1/0,0001, 1/10000 Y 1/1.

Dato 1/a = 1/0,0001 1/a = 1/10000 1a=1/1
Grupo 1 Grupo 2 Grupo 1 Grupo 2 Grupo 1 Grupo 2

(-1, -2) | [0.0000, 1.0000] | [0.0000, 1.0000] | [0.9725, 0.9725] | [0.0275, 0.0275] | [0.7882, 0.9967] | [0.0033, 0.2118]
(0, -1) | [0.0000, 1.0000] | [0.0000, 1.0000] | [0.9897, 0.9897] | [0.0103, 0.0103] | [0.8775, 0.9930] | [0.0070, 0.1225]
(0, -2) | [0.0000, 1.0000] | [0.0000, 1.0000] | [0.9988, 0.9988] | [0.0012, 0.0012] | [0.9999, 1.0000] | [0.0000, 0.0001]
(0, -3) | [0.0000, 1.0000] | [0.0000, 1.0000] | [0.9899, 0.9899] | [0.0101, 0.0101] | [0.6956, 0.9978] | [0.0022, 0.3044]
(1, -2) | [0.0000, 1.0000] | [0.0000, 1.0000] | [0.9995, 0.9995] | [0.0005, 0.0005] | [0.7925, 0.9967] | [0.0033, 0.2075]
(-1, 2) | [0.0000, 1.0000] | [0.0000, 1.0000] | [0.0275, 0.0275] | [0.9725, 0.9725] | [0.0033, 0.2118] | [0.7882, 0.9967]
0, 1) | [0.0000, 1.0000] | [0.0000, 1.0000] | [0.0103, 0.0103] | [0.9897, 0.9897] | [0.0070, 0.1225] | [0.8775, 0.9930]
0,2) | [1.0000, 1.0000] | [0.0000, 0.0000] | [0.0012, 0.0012] | [0.9988, 0.9988] | [0.0000, 0.0001] | [0.9999, 1.0000]
(0, 3) | [0.0000, 1.0000] | [0.0000, 1.0000] | [0.0101, 0.0101] | [0.9899, 0.9899] | [0.0022, 0.3044] | [0.6956, 0.9978]
(1, 2) | [0.0000, 1.0000] | [0.0000, 1.0000] | [0.0005, 0.0005] | [0.9995, 0.9995] | [0.0033, 0.2075] | [0.7925, 0.9967]
(0, 0) | [0.0000, 0.0000] | [1.0000, 1.0000] | [0.5000, 0.5000] | [0.5000, 0.5000] | [0.2024, 0.7976] | [0.2024, 0.7976]
(7, 0) [0.0000, 1.0000] | [0.0000, 1.0000] | [0.5000, 0.5000] | [0.5000, 0.5000] | [0.0015, 0.9985] | [0.0015, 0.9985]
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