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Abstract—En los tltimos afios ha habido un gran interés
en estudiar condiciones de monotonia menos restrictivas para
construir nuevas familias de funciones de fusion de datos. Varias
de estas condiciones son la monotonia débil, la monotonia
direccional, la monotonia direccional ordenada, y la monotonia
direccional ordenada reforzada. En este trabajo presentamos
algunos resultados sobre las monotonias anteriores desde el punto
de vista de la geometria en dos dimensiones.

Index Terms—Funciones de agregacion, condiciones de mono-
tonia, geometria bidimensional

I. INTRODODUCCION

La cantidad de aparatos inteligentes y sensores que nos
rodea ha crecido exponecialmente en los ultimos afios lo
que conlleva que cada vez tenemos mayor volumen de datos
de todo tipo y naturaleza. Debido al pricticamente inmane-
jable volumen de datos, la necesidad de encontrar operadores
apropiados para fusionar los datos de acuerdo a la aplicacion
considerada es mds importante cada dia.

Desde sus inicios, las funciones de agregacién han jugado
un papel crucial en varias y diversas aplicaciones [1]-[4].
Ademds, dependiendo del tipo de propiedades que se im-
pongan a las funciones de agregacién (véase [5] para mas
informacion), distintas clases de funciones han sido definidas
en la literatura: t-normas/t-conormas [6], uninormas [7] o
funciones de solapamiento (overlap functions) [8], entre otras.
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La condiciéon de monotonia impuesta a las funciones de
agregacion juega un papel muy importante en aplicaciones
como la toma de decisiéon donde el aumento de un valor (que
significa que un criterio o una alternativa es mejor) no debe
nunca implicar un descenso de la puntuacidn final o utilidad.
Sin embargo, en otro tipo de aplicaciones, en especial en areas
donde es frecuente la aparicion de outliers o datos afectados
por diversos ruidos, la monotonia impuesta en cada argumento
es un incoveniente en vez de una ventaja. Esto demuestra,
que para algunos casos particulares de aplicacion, la condicién
de monotonia que satisfacen las funciones de agregacion, es
decir, el crecimiento en cada argumento de la funcién puede
ser demasiado restrictiva y a veces no es necesario que las
funciones cumplan una condicién tan fuerte para dar unos
buenos resultados.

Teniendo en cuenta todas las consideraciones anteriores
sobre las funciones de agregacién, en la literatura reciente,
encontramos diversos esfuerzos de definir y estudiar diversas
condiciones de monotonia menos restrictivas. La monotonia
débil [9], la monotonia direccional [10], la monotonia di-
reccional ordenada [11] y la monotonia direccional orde-
nada reforzada son algunos ejemplos de nuevas condiciones
de monotonia que generan nuevas clases de operadores de
fusién de datos. Estas nuevas nociones de monotonia han
sido aplicados en diversas aplicaciones como la clasficacién
o procesamiento de imagen. Por ejemplo, funciones de pre-
agregacién [12], que solo satisfacen monotonias direccionales
han demostrado mejorar los resultados en algunos proble-
mas de clasificacién [13], mientras que las monotonias or-
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denadas direccionales han demostrado mejorar los resultados
en deteccion de bordes [11], [14] y extracciéon de carac-
teristicas [15].

Todos los trabajos en los que se introducen las distintas
nociones de monotonia trabajan estos conceptos desde un
punto de vista formal dentro del andlisis matematico. En este
trabajo, con el propdsito de conseguir una mejor comprension
de las distintas condiciones, asi como sus diferencias nos
centramos en la interpretacion geométrica de las distintas
condiciones de monotonia introducidas en la literatura re-
ciente [9]-[11], [16]. Para ello, nos centramos en el caso de las
funciones 2-dimensionales, cuyo conjunto dominio es el [0, 1]2
(representable en el plano). Las ventajas de esta aproximacion
son claras, ya que nos permite descubrir grificamente el
comportamiento de cada nocién de monotonia descrita en los
trabajos anteriores.

El articulo estd organizado como sigue. En la Seccién II,
recordamos las diferentes nociones de monotonia (restringidas
al caso 2-dimensional) a la vez que fijamos algunas notaciones.
En la Seccién III, estudiamos la interpretacién geométrica de
las distintas nociones centrdndonos en la monotonia direc-
cional ordenada y monotonia direccional ordenada reforzada,
probando algunos resultados sobre el comportamiento de es-
tas funciones en el caso 2-dimensional. En la Seccion IV,
acabamos con algunas conclusiones y trabajo a futuro.

II. CONDICIONES DE MONOTONTA

En este trabajo nos centramos en la representacion
geométrica de algunas nociones de monotonia definidas en
la literatura reciente. Por claridad y sencillez de los resultados
nos restringimos al caso 2-dimensional, pero es importante
resaltar que las definiciones originales, que podemos encontrar
en los trabajos [9]-[11], [16] est4n introducidas para el caso
n-dimensional.

Consideramos vectores 7 = (r1,73) € R? y puntos en
el plano x = (x1,22) € [0,1]? ordenados segin el orden
parcial heredado de R? que viene dado por z = (71,22) <
y = (y1,y2) si y solo si @1 < a9y y1 < yo. Sea
S ={o1=1(1,2),00 = (2,1)} el conjunto de permutaciones
en dos dimensiones. Dados los elementos z € [0,1]? y ¥ € R?,
el elemento z,, representa el punto en el plano ordenado
segln la permutacién z,, = (mgi(l),xai(g)) mientras que 7,
representa el vector ordenado 7, = (74,(1), 70,(2))-

Las funciones de agregacién son una clase de funciones de
fusion a las que se les impone la condicién de monotonia con
respecto a cada argumento asi como condiciones frontera en
el 0 y en el 1. La definicién de las funciones de agregacion
2-dimensionales es la siguiente.

Definicién 2.1: ( [17], [18]) Una funcién A : [0,1]? — [0, 1]
se llama una funcién de agregacion si satisface la siguientes
propiedades:

e A(0,0)=0

e A(1,1) =1

o A(z1,22) < A(y1,y2) para todo par de puntos z =

(r1,22),y = (y1,92) € [0,1]? tales que x1 < y; y
T2 < ya.

Aunque las agregaciones han demostrado ser muy utiles
en diversas aplicaciones, algunos operadores muy conocidos,
como las medias Lehmer o la moda no cumplen las monotonia
exigida a las funciones de agregacion. Es por ello, que estudios
recientes han intentado estudiar funciones de fusién con condi-
ciones menos restrictivas para poder estudiar clases de fun-
ciones de fusién mds generales. Algunas de estas condiciones
menos restrictivas son la monotonia direccional, la monotonia
direccional ordenada y la monotonia direccional ordenada
reforzada. A continuacién recordamos estas condiciones de
monotonia para el caso de funciones 2-dimensionales.

Definicion 2.2: ( [9]): Una funcién F: [0,1]2 — [0,1]
se dice débilmente creciente si la siguiente desigualdad se
satisface

F(xy+c,22 +¢) > F(x1,22)

para todo (x1,72) € [0,1)% y ¢ € [0,1] tal que (wq,72) +
(¢,c) €10,1]2.

Definicion 2.3 ( [10]): Sea ¥ = (r1,72) un vector real 2-
dimensional distinto del nulo. Una funcién F': [0,1]? — [0, 1]
se dice 7-creciente si para todo punto (z1,z2) € [0,1]? y para
todo ¢ > 0 tales que (21 + cry, x2 + crg) € [0,1]% se cumple
la siguiente condicién

F(xy +cery,xe +crg) > F(xq,z2) .

Definicion 2.4 ( [11]): Sea ¥ = (r1,72) un vector real 2-
dimensional distinto del nulo. Una funcién F': [0, 1]? — [0, 1]
se dice r-creciente Ordenada Direccional (OD) si para todo
(r1,22) € [0,1)2, y para cada permutacién o € S tal que
Tg(1) = To(2) ¥ para cualquier ¢ > 0 que cumple

1> 2501) +cr1 2 Tp(2) +cr2 20, (1)
se cumple que
F(z1 +crg-101), T2 + crg-1(2)) > F(x1,22).

Definicion 2.5 ( [16]): Sea ¥ = (r1,72) un vector real 2-
dimensional distinto del nulo. Una funcién F': [0, 1]% — [0, 1]
se dice r7-creciente ordenada direccional reforzada (SOD,
del inglés Strengthened Ordered Directional) si para todo
(r1,22) € [0,1]%, y para cada permutacién o € S tal
que Z,(1) > T2y Y para cualquier ¢ > 0 que cumple
(o) + €11, o(2) + cr2) € [0, 1%, se satisface la siguiente
inecuacién

F(z1+cro-11y, T2 + cro-1(2)) > F(x1,22),

Si una funcién F es 7-creciente SOD, entonces F' es
también 7-creciente OD. El contrario no se cumple en general.
Sin embargo, si el vector 7 satisface r; > 7o, entonces ambas
definiciones son equivalentes.

Notese que por sencillez solo nos hemos referido a las
condiciones de crecimiento, pero condiciones similares pueden
ser introducidas para el decrecimiento de las funciones.
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Fig. 1. Ejemplo de la direccién de una funcién débilmente creciente.
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Fig. 2. Ejemplo de direccién de una funcion 7-creciente.

III. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LAS CONDICIONES
DE MONOTON{A EN DOS DIMENSIONES

Una funcién débilmente creciente puede entenderse como
una funcién que en cada punto del plano crece en la direccién
(1,1), es decir, crece a través de la recta que pasa por este punto
en la direccién del vector (1,1) (véase Fig. 1). De manera
similar, un funcién 7 = (rq,r2)-creciente puede entenderse
como una funcién que en cada punto del plano crece en la
direccion (r1,79), es decir, crece a través de la recta que pasa
por ese punto en la direccién del vector (r1,r2) (véase Fig.
2).

Tanto en el caso de las funciones débilmente crecientes
como en el de las funciones 7-crecientes para un vector fijo 7,
la direccion de la recta sobre la que crece estd prefijada y es
igual para todos los puntos del dominio. Por el contrario, la
mayor diferencia entre las funciones anteriores y las funciones
7-crecientes OD y SOD se debe a que la direccién varia
de una regién a otra. En particular, si (z1,72) € [0,1]% y
o € S, es la permutacién que cumple 7, (1) > Z4(2), €ntonces
la reordenacién de las componentes del vector 7,—1 en las

Definiciones 2.4 y 2.5 significa que la primera componente del
vector, r1, afecta al mayor valor de =, mientras que ro afecta
al menor de los valores de x. Esto significa que diferentes
direcciones son consideradas dependiendo de la permutacién
que ordene las componentes del punto z. Formalicemos esta
idea.

Dado que estamos trabajando tnicamente en el caso 2-
dimensional, dado un punto x = (z1,2) € [0, 1] se satisface
que xr1 < x2 0 o < x1. Esto significa que podemos
diferenciar dos regiones de direcciones distintas.

Denotemos €27 y )5 a los subespacios

Q1 = {(z1,22) € [0,1)* | 21 > 22} 2

and
Q2 = {(z1,22) € [0,1]* | 21 < 22} 3)

Asi mismo, denotamos por A a la diagonal del espacio, que
estd formada por todos los puntos del plano que pertenecen a
los dos espacios, es decir

A=0QNQy = {(3?1,5(}2) S [O, 1]2 | T = 1‘2}.

Proposicion 3.1: Sea 7 = (r1,r2) € R? un vector 2-
dimensional distinto del nulo. La funcién F': [0,1]2 — [0, 1]
es 7-creciente SOD si y solo si

e para todo (x1,x2) € €1, F es (ry,rs)-creciente en
(z1,2);

e para todo (z1,x2) € o, F es (rq,r1)-creciente en
(1‘1, 31‘2).

Ademds, también se conocen los dngulos (con respecto al

eje horizontal positivo) de las direcciones de crecimiento.

Proposicién 3.2: Sea F : [0,1]> — [0,1] una funcién 7~
creciente SOD para un vector fijo 7= (r1,72) € R? no nulo.
Se cumple que

e para todo (z1,73) € Q, el dngulo de la recta (con
respecto al eje horizontal positivo) a través de la cudl
la funcién F' crece en el punto (x1,x2) es el siguiente:

— si 71 > 0, entonces @ = arctan(%‘) (véase nota a
pie de pagina ).
— sir; <0, entonces o« = T + arctan(%).

e para todo (z1,z2) € (g, el dngulo de la recta (con
respecto al eje horizontal positivo) a través de la cudl
la funcién F crece en el punto (x1,x2) es el siguiente:

— sir9 >0, entonces 3 = arctan(%);
- siry <0, entonces 3 = m + arctan(;l).
Ademds, es facil comprobar que se cumple 3+ a = 3.
Demostracion: Sea (x1,x2) € €. Esto significa que
r1 > x2 Y, por lo tanto, la permutacion identidad o, dada
por o1(1) = 1y 01(2) = 2, satisface que 4, (1) > Z4,(2)-
Entonces, la direcciéon de crecimiento en el punto x es
7 = (r1,72) y, por lo tanto, el dngulo con respecto al eje
horizontal positivo es a = arctan(;2) para todo vector 7 tal
querp >0y a=m+ arctan(% para todo vector 7 tal
que 71 < 0. De manera andloga, sea (x1,z2) € . Esto

Por convenio consideramos arctan & =sign(a) 5.
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significa que xo > 1 Y, por lo tanto, la permutacién o9, dada
por 02(1) = 2y 02(2) = 1, satisface que z,,(1) > Z4,(2).-
Entonces, la direcciéon de crecimiento en el punto z es
7= (7'0,2—1(1),7’0_2—1(2)) = (rq,7r1) y, por lo tanto, el dngulo
con respecto al eje horizontal positivo es 8 = arctan(%)
para todo vector 7 tal que 72 > 0y 8 = 7 + arctan(;) para
todo vector 7 tal que 79 < 0.

La igualdad a+ 3 = 7 se cumple por el hecho de que para
a # 0, se cumple arctan(1) = sign(a)Z — arctan(a). Nétese
que algunas veces, el valor de la suma real es 57“, pero este
es el mismo angulo que 7. [ |

Nota 1: Noétese que debido a que los elementos de la diag-
onal A pertenencen tanto a {2; como a {); ambas direcciones
de crecimiento son impuestas.

Resultados similares pueden ser formulados para el caso
de las funciones 7-crecientes OD en los que se impone el
creciento solo al segmento formado de puntos de la recta que
pertenecen al mismo conjunto {2; que el punto inicial z.

Corolario 3.3: Sea 0 # 7 € R?. Una funcién F: [0,1]* —
[0,1] es 7-creciente OD si y solo si

e para todo (x1,x2) € €y, F es (ry,rs)-creciente en
(21, x2) restringido al subconjunto £21;

e para todo (x1,x9) € o, F es (rq,rp)-creciente en
(x1,x2) restringido al subconjunto §2s.

Ademéds, los dngulos de las rectas de crecimiento son los
mismos que el caso de las funciones 7-crecientes SOD.

En el trabajo [16] puede encontrarse el siguiente resultado
sobre la monotonia 7-creciente SOD.

Teorema 3.4: (Teorema 6.5 de [16]) Sean 0 #7r,s§eR"?
y a,b € RT. Supongamos que = = (z1,...,x,) € [0,1]",
c > 0y o es una permutacién que ordena los elementos de x.
Si Zo1) > ... 2 To(n) Y To + c(ar+ b5) € [0,1]", entonces
0 Ty + cai € [0,1]™ 0 z, + ¢bs € [0,1]™. Por lo tanto, si
una funcién es 7- y S-creciente SOD, entonces es (a 7+ b §)-
creciente SOD.

Noétese que lo mismo puede probarse para funciones OD
crecientes [11]. Estudiemos ahora el caso particular de los
elementos de la diagonal. Recordemos, que como se ha
mencionado anteriormente en la Nota 1, los elementos T =
(z,z) € A satisfacen que T € Q1 y T € (o, simultdneamente.
Esto significa que los elementos de la diagonal en las funciones
r-crecientes SOD crecen en dos direcciones distintas.

Corolario 3.5: Sea 0 # 7 = (r1,r5) € R? y sea F una
funcién 7-creciente SOD. Para cada elemento de la diagonal
T € A, se tiene que I es (r1,r2)- y (re,r1)-creciente SOD
en .

Sea F' una funcién ¥ = (r1,r9)-creciente SOD para un
vector 7 satisfaciendo r; # —rs. Por el Corolario 3.5, se tiene
que F es una funcién (r1,72)- y (re,r1)-creciente en 7, para
todo elemento T € A. Entonces, debido al Teorema 3.4, I es
creciente en T a través de cualquier direccién entre (r1,72) y
(rq,71) (vedse Fig. 4(a)).

Dos casos extremos de direcciones son los vectores 7 =
(—r,r) cuyo dngulo es v = 2T y 7= (r, —r) cuyo dngulo es
a=1" (o -3

Y
3L

a)

1
b) Vector ¥ con r; <0y 7o > 0.
Yy
A

1
¢) Vector 7 conr; <0y re <O.

Fig. 3. Ejemplos de algunas direcciones (r1,r2) para funciones crecientes
ODy SOD: casoa)r; >0yra >0;b)r1 >0yra<0yc)r1 <0y
ro < 0.
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Proposicion 3.6: Sea v > 0y F una funcion (r,—r)-
creciente SOD. Para todo (z1,22) € [0,1]%, se cumple que
F(zm,xm) < F(x1,x2), donde x,, = nrer

Demostracion: Sea F una funcién (r, —r)-creciente
SOD, (z1,2) € [0,1]? y @, = ©F%2. Como consecuencia
del Corolario 3.5, F es (r,—r) y (—r,r)-creciente en T, =
(T, zm) € A. Distinguimos dos posibles casos dependiendo
del punto = = (x1,x2).

o Caso I: Sea (x1,22) € . Dado ¢ = #-22 > 0, se
cumple que (Zy, ) + c(r,—r) = (z1,22) y, por lo
tanto, F'(z,, ) < F(z1,z2).

o Caso 2: Sea (r1,22) € Q2. Dado ¢ = #2271 > (), se
cumple que (T, Tm) + c(—r,r) = (x1,22) y, por lo
tanto, F'(zy,, ) < F(z1,z2).

|

Como consecuencia de la Proposicién anterior se puede
concluir que si una funcién es (r, —r)-increasing SOD, para
algtin r > 0, se cumple que F(Z) < F(y1, y2) para todo punto
satisfaciendo y; +y2 = 2z, es decir, el valor en el punto de la
diagonal es minimo con respecto a todos los demds puntos de
la recta que pasa por el punto con direccién (—r,r) (véanse
lineas verdes en la Fig. 4(b)).

Proposicion 3.7: Sea r > 0y F una funciéon (—r,r)-

creciente SOD. Para todo (z1,22) € [0,1]%, se cumple que
F(xm, xm) = F(x1,22), donde x,, = 1T T2

Demostracion:  Sea F una funcién (—r,r)-creciente
SOD, (z1,2) € [0,1]? y x,, = “F*2. Como consecuencia
del Corolario 3.5, F' es (—r,r) y (r, —r)-creciente en T,, =
(Zm, Tm) € A. Distinguimos dos posibles casos dependeiendo
del punto = = (x1,x2).

o Caso 1: Sea (v1,22) € ;. Dado ¢ = #1572 > 0, se
cumple (z1,22) + ¢(—r,r) = (Tm,Zm). Como F es
(—r,r)-creciene en (z1,x2), se tiene que F(x1,x2) <
F(2m, Tm ). De manera similar, se tiene que (., T ) +
c(r,—r) = (x1,22). Como F es también (r,—r)-
creciente en (T, ;,), se cumple que F(x.,,Tmn)
F(x1,z2). Por lo tanto, F(z1,22) = F (T, Tim)-

o Caso 2: Sea (v1,22) € Q. Dado ¢ = %57 > 0,
se cumple que (x1,x2) + ¢(r,—r) = (T, Tm). Como
F es (r,—r)-creciente en (x1,z2) (ndtese que en (o,
o2(l) = 2y 02(2) = 1), y se tiene que F(x1,x2) <
F (2, Trm ). De manera similar, se tiene que (Z,,, ., ) +
e(—r,r) = (x1,22). Como F es también (—r,7r)-
creciente en (T, Tm,), se cumple que F(Zp,Tm) <
F(x1,x2). Por lo tanto, F(z1,22) = F (T, Tm)-

IN

IV. CONCLUSIONES

En la literatura reciente encontramos diversas nociones
de monotonia menos restrictivas que la monotonia en cada
variable que se impone a la funciones de agregacién. En
este trabajo, hemos analizado la interpretacién geométrica
de estas monotonias. Se ha estudiado la diferencia entre
monotonia direccional ordenada y monotonia direccional or-
denada reforzada, viendo que la principal diferencia es que

AY

>
>

1 T

a) Direcciones de crecimiento en los puntos
de la diagonal de una funcién 7-creciente SOD.

AY
1 ¥ ~ ~ < 7
\ \ \ \ N .
\ \ \ N .
\ \ \ \ ¥
\ \ \ N .
N N N v N
\ \ \ N, N
. \ \ N
N N N N v N
\ . \ N N
A N N ~ N
~ N N s N N
S N — \ \
~ N v N Y
N ~ S s N N
\
S N~ ~ ~
N N N7 N N
N ~ I \ \
N S ’ N N N
N ~ N N \
N > N \
\ N . \ \
N Y N N N
N < S N N
~ N N N N
N N \ \
N N ~ N N
7N N N N
~ . N N ~ N
N \ N \ .
> \ N » \
. N N ~ N
. N N N N N
N N >
1 T

b) Lineas paralelas con direccién (—r, 7).

Fig. 4. Representacion grifica del comportamiento de las funciones ¥ =
(71, 72)-creciente SOD con 71 = —r2.

la monotonia direccional ordenada restringe sus condiciones
de monotonia al subespacio 2 en el que se encuentra. El
andlisis geométrico llevado a cabo para el caso 2-dimensional,
también nos ha permitido deducir alguncas consecuencias del
comportamiento de las funciones direccionalmente ordenadas
reforzadas cuando el vector de las direcciones ¥ = (ry, )
satisface que 1 = —rs.

Como trabajo a futuro, destaca la posibilidad de realizar
un estudio mds general de la interpretaciéon geométrica para el
caso n-dimensional. En este caso, se perderia la posibilidad de
dibujar el dominio en el plano, pero existe una mayor cantidad
de permutaciones posibles, que darfan un mayor nimero de
regiones donde las direcciones varfan.
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Abstract—La tecnologia digital ha hecho que la mayor parte de
los datos se registren en forma de senales discretas. A pesar de
las ventajas que esto tiene, la naturaleza de esta informacion
representa desafios novedosos. En este trabajo analizamos la
diferenciacion de senales discretas, una tarea basica para el
procesamiento automatico de las mismas. En concreto, pro-
ponemos el uso de operadores de comparacion y agregacion para
la generacion de familias de operadores de diferenciacion con alta
interpretabilidad. Nuestra propuesta es validada en el contexto
de procesamiento de imagen, con la finalidad de caracterizar
derivadas parciales en sefiales bidimensionales.

Index Terms—Operadores de agregacion; operadores de com-
paracion; diferenciacion de senales discretas; filtros de con-
volucién.

I. INTRODUCCION

La era digital ha producido un incremento exponencial
en la cantidad de datos recogidos en casi cualquier dmbito
de conocimiento. Esto ha provocado cambios en la manera
de tratar informacién, siendo uno de los mas importantes
el papel del procesamiento de sefial [1], [2]. Nétese que el
procesamiento de sefial trata con datos nativamente represen-
tados en forma de sefial (audio, imagen, video), y también
de datos escalares recogidos en forma de sefial (como las
series temporales o los espacios-escala). El procesamiento
de sefial, entendido de una manera amplia, es una rama
aplicada del andlisis matemadtico. Sin embargo, la portabilidad
de algoritmos entre ambos campos estd en ocasiones muy
dificultada por la naturaleza discreta de las sefiales digitales.

En este trabajo nos centramos en el problema de la difer-
enciaciéon de sefiales discretas [3]. La importancia de la
diferenciacién (e integracién) en el procesamiento de sefal
es capital [4]. Ambas operaciones, aunque en especial la
primera de ellas, se usan para localizar tanto puntos criticos
(p-e. maximos o minimos locales) como para localizar o
clusterizar regiones de interés en las sefiales. Un ejemplo
de facil interpretaciéon es el de las imagenes en escala de
grises. En estas imdgenes, entendidas como sefiales discretas
bidimensionales, el uso de derivadas parciales es central a casi
cualquier procesamiento de medio o alto nivel. Las diferencias
parciales permiten analizar la variacion local de las imagenes,
y suponen la informacién primaria en aplicaciones que in-
cluyen la segmentacién, deteccién de bordes, la bisqueda de
puntos de interés y la regularizacién adaptativa.

N. Madrid
Escuela de Ingenierias Industriales
Universidad de Malaga
Milaga, Espafia
Email: nicolas.madrid @uma.es

Muchas de las propuestas para diferenciacion de sefiales
discretas estan basadas en filtros de convolucién para primera o
segunda derivada. Al inicio de la era digital aparecieron filtros
de convolucién discretos, generalmente asociados al cémputo
de gradientes en imdgenes digitales [S], [6], [7]. En los afios
80, nuevos trabajos se inspiraron en en el andlisis matematico
para disefiar filtros continuos, que debian ser discretizados para
su aplicacion. Esta naturaleza continua les permitia, antes de la
discretizacidn, presentarse como 6ptimos ante ciertos criterios
de calidad [8], [9]. Estos trabajos incluyen las propuestas de
Marr y Hildreth [10] y Canny [11], [12], asi como ciertas
expansiones posteriores [9], [13].

El estudio de filtros de convolucién para el célculo de
diferencias parciales se ha visto frenado en los ultimos 20
anos. A pesar de que se han presentado trabajos de impacto,
estos generalmente se limitan a reescribir los criterios de
optimalidad y derivar nuevas propuestas, sin que esto repercuta
claramente en una mejora en la aplicabilidad [14], [15], [16].
Si bien es cierto que la aparicién de los espacios-escala para
el andlisis multidimensional de sefiales ha aportado cierta
novedad en la diferenciacién de sefales discretas [17], [18],
apenas ha sido aprovechado para producir mejores andlisis
diferenciales [19].

En este trabajo analizamos los filtros de convolucién para
el céalculo de diferencias parciales, con especial atencién a
la diferenciacioén parcial de imdgenes. En concreto, reformu-
lamos el proceso de convolucién para considerar, de manera
independiente, (a) la cuantificacién de diferencias locales y
(b) el modelado del vecindario de interés en torno a cada
punto de la sefial. Esta reformulacién viene inspirada por los
filtros bilaterales de Tomasi y Manduchi [20], asi como por
otras iniciativas de aplicacién de operadores de agregacién en
la caracterizacion de diferencias parciales en imégenes [21].
Proponemos esta generalizacién para poder incorporar a este
campo diferentes operadores de la Teoria de Conjuntos Difu-
sos, en particular las funciones de disimilitud restringidas y
las funciones de agregacion.

En la Seccién II repasamos algunos conocimientos basicos
de aplicacion en este trabajo. Las Secciones III y III desgranan
la propuesta, que es validad de manera experimental en la
Seccién V. Para finalizar, la Seccion VI lista algunas conclu-
siones y futuras lineas de trabajo.
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II. PRELIMINARIES

La teoria de funciones de comparacién ha tenido un impacto
significativo en la Teoria de Conjuntos Difusos. Esto se debe,
probablemente, a la naturaleza subjetiva de las comparaciones
humanas, en la cuales pueden aparecer ambigiiedades e incon-
sistencias. En este contexto, la Teoria de Conjuntos Difusos ha
sido prolifica, bien fuera centrada en términos de métricas [22]
o en términos de medidas de similitud [23]. En este trabajo
usamos las Funciones de Disimilitud Restringidas (o, RDFs,
por sus siglas inglesas [24]). Estas funciones modelan la
diferencia perceptual entre dos elementos en el intervalo [0, 1],
y han sido aplicadas en diferentes contextos [25], [26].

Definition 1: [24] Una funcion de disimilitud restringida es
una aplicacién 7 : [0, 1] — [0, 1] que satisfaga

(R1) r(z,y) = r(y,z) para todo =,y € [0, 1];
R2) r(z,y)=1siysflosiz=0ey=1loxz=1ey=0;
(R3) r(z,y) =0siy sélosiz=uy;

(R4) para todo z,y,z € [0,1], si z < y < z entonces
r(z,y) <r(z,2) y r(y, 2) <r(z, 2).
Existen diferentes maneras de construir RDFs, si bien la
mas sencilla es la combinacién de automorfismos.
Proposition 1: Sean 1 y @2 dos automorfismos de [0, 1].

La aplicacién r : [0,1]? — [0, 1] construida tal que

r(z,y) = p1(lp2(z) — p2(y)]) ¢))

es una funcién de disimilitud restringida (o RDF).

De cara a reducir el alcance de este trabajo, consider-
aremos unicamente las RDFs construidas de acuerdo a la
Proposicion 1. Especificamente, nos referiremos como T[a,8]>
con o, B € R, a la RDF tal que p;(x) = 2% y pa(z) = .
Es decir, a

a8 (2, y) = (J2” — ") . 2

La Fig. 1 muestra algunas RDFs construidas de acuerdo
a la Ec. (2). Nétese que r[;,q) es equivalente a la diferencia
absoluta entre los argumentos de la funcién.

(d) T0.5,1] = / |z — y]

Fig. 1. Funciones de disimilitud restringidas construidas de acuerdo a la Proposicién 1.

ITI. UN MODELO GENERAL PARA DIFERENCIACION

La nocién de derivada estd ligada a la idea de variacién
de una funcién. Por ello, al trabajar con funciones sobre
dominios discretos, la diferencia local puede tomarse como
un reemplazo fidedigno de la derivada. Sean dos funciones
f:R?2—=Ryg:N?— R tal que la segunda (mediciones)
se construya a partir del muestreo de la primera (realidad
subyacente). Podria aproximarse la derivada de f tal que:

o (6.) =0+ 1.9~ .3) y
2 3
8_y(i’j) =g(i,j+1) = f(i,J)-

Sin embargo, la aplicacién de esta estrategia suele generar
resultados decepcionantes, en buena medida debido a la con-
taminacién de los datos. En entornos reales, el empleo de
Ec. (3) es poco fiable, y sus resultados tienen una inter-
pretabilidad muy baja. Un ejemplo de este hecho se ve en
la Fig. 2. En esta figura vemos, en la fila superior, dos sefiales
sintéticas, tal que la situada en la columna derecha es una
version contaminada de la que ocupa la columna izquierda.
En esta sefial coexisten dos objefos cada uno de los cuales
genera dos puntos de interés (criticos), uno a cada lado del
propio objeto. Estos puntos deberian representarse como dos
maximos (subidas, al lado izquierdo de cada objeto) y dos
minimos (bajadas, al lado derecho.). En la segunda fila de
la Fig. 2 vemos la aproximacién a % realizada por el filtro
de Laligant [15], que corresponde en su versién 1D a la
formulacion de la Ec. (3). Se observa que el resultado es
muy preciso en la sefial sintética original, pero también muy
poco interpretable en la sefial contaminada. Esto se achaca a
la alta frecuencia del muestreo para computar la diferencia
(dos posiciones contiguas), lo que generalmente se soluciona
usando operadores de mayor soporte.

Al usar un filtro de diferenciacién la aproximacién a las
derivadas parciales de f se hace mediante la convolucién de
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Fig. 2. Estimaciones de la primera derivada de una sefal discreta usando diferentes filtros de convolucién 1D. La sefial contaminada se obtiene anadiendo
ruido blanco Gaussiano con desviacion estandar 0.02. Los operadores usados son el de Laligant [15], Prewitt [6] and Canny [12], y pueden observarse en la

Fig. 3.

la sefial g con un filtro . Algunos ejemplos son los operadores
discretos de Sobel [5] y Prewitt [6], o los operadores basados
en sefiales continuas de Canny [11] (y sus evoluciones [16],
[27]) o Shen-Castan [28]. Algunos de estos filtros, en su
representancién 1D, se incluyen en la Fig. 3.

Una derivada parcial en = en el punto p se aproxima tal

que':
donde ¢ representa el desplazamiento.

La elecciéon de «, asi como los pardmetros que éste
pudiera tener, ha sido ampliamente discutido en la comu-
nidad cientifica. En esta discusién toman relevancia las carac-
teristicas de las funciones a derivar, las contaminaciones que
pueda sufrir, o la finalidad del proceso. De hecho, muchas
propuestas son Optimas para el conjunto de restricciones y
objetivos propuestos por sus autores, si bien estos difieren
unos de otros. Una de las propiedades mas aceptada es la
antisimetria o imparidad, es decir, que para cualquier £ en
el dominio se cumple que k() = —k(—£). Esta propiedad
no siempre se cumple en los filtros de diferenciacion, véase el
caso del filtro de Laligant [15] en la Fig. 3, pero si es sostenida
en la mayor parte de los casos. Nétese que, en algunos filtros
(como el ISEF [28], ver Fig. 3) el filtro no estd definido en el
origen, suponiéndose un valor 0.

of

%(p)=g*ﬁ fp+¢&)-ds, 4

'En adelante, se considera tinicamente la derlvada , ya que la derivada

% se computa de manera andloga.

Partiendo de la Ec. (4), y dando por hecha la antisimetria
del filtro x, tenemos que:

geuo)= [ [ n oo+ o) -

— 00

/_Z/Own(@ p+£d§+/ /

/_i/fn(&) (p+ £)dé — / / o(p — €)de =
/Z/()mn(s)((pm (b ©)de
(5)

Los dominios de las sefiales se definen, en el plano tedrico,
con dominio infinito. Por ejemplo, un filtro Gaussiano es,
evidentemente, positivo en [—00, o0], que pasa a ser el rango
de las integrales en Ec. (5). Sin embargo, en las aplicaciones
précticas esto no tiene demasiada relevancia, y los filtros se
restringen a un cierto soporte discreto a partir del cual se
considera que K(§) = 0. Por tanto, se puede reformular el
resultado de la Ec. (5) tal que:

NNEC

donde [—t,t]? es el soporte del filtro , generalmente estable-
cido a partir del descenso del valor s por debajo de un cierto
umbral cercano a 0.

g * k(1 gp+& —glp—¢)-ds. (6)
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(b) Filtro de Prewitt
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|

(a) Filtro de Laligant
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(c) Filtro de Canny (o = 1.0)
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(d) Filtro de Canny (o = 2.0)
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Fig. 3. Filtros de convolucién 1D usados para diferenciacion. Los puntos
representan la version discreta, mientras que la linea sefiala la funcién continua
subyacente.

La estimaciéon de las derivadas parciales de una sefial g
involucra, pues, dos componentes diferentes:

o la cuantificacién de las diferencias entre los valores a
ambos lados de la posicion, representado en la Ec. (6)
por el término (g(x + &) — g(xz — £)). Nos referimos a
este término como término de intensidad,;

« la cuantificacién de la relevancia de cada posicion en el
entorno, representado en la Ec. (6) por el término x(§).
Nos referimos a este término como término espacial.

Al tener ambos términos identificados, podemos modelarlos
de manera independiente. Por ejemplo, en lugar de considerar
la diferencia absoluta entre los valores de la sefial g, podemos
modelar el término de intensidad usando otras medidas. Dado
que las sefiales discretas suelen tener limites bien definidos,
podemos considerar que f y ¢ tienen el rango [0, 1]. Para el
término de intensidad de la Ec. (6) consideramos una funcion
de diferencia tal que e: [0,1]2 — [—1,1]. Esta funcién debe
encargarse de cuantificar la diferencia percibida entre dos
valores, sean g(p — &) y g(p + &). La Ec. (6) resulta en:

NNE

Asi, las derivadas parciales dependen de dos piezas de
informacién: el filtro que modela la relevancia espacial (k)
y la funcién que modula la disimilitud (e¢). Cada uno de estos
deberia poder estudiarse y entrenarse de manera independiente.
Ademas, ambos se combinan de manera local usando un
operador conjuntivo (producto) y de manera semi-local usando
la suma (media aritmética, en caso de normalizacion).

En este trabajo nos centramos en el término de intensidad,
relaciondndolo con la teoria de comparacién. En concreto,
estudiamos el papel que pueden tener las funciones de dis-
imilitud restringidas para el modelado de las diferencias.

(9P +&).9(p—¢))-ds (7)

g* k(p

IV. DIFERENCIACION USANDO FUNCIONES DE
DISIMILITUD RESTRINGIDAS

Dada la Ec. (7), una pregunta evidente se refiere al conjunto
minimo de propiedades que debe cumplir la funcién e. Por
ejemplo, deberia producir valores alfos cuando sus argumentos
sean diferentes, mientras que deberian ser bajos o cercanos a
cero cuando los argumentos sean similares. Serfa esperable
también la antisimetria, ya que las derivadas de una funcién
no deberian verse afectadas por la direccion del anélisis (mds
alla del signo de las mismas). Creemos que una funcion € debe
cumplir las siguientes propiedades:

(ED) er(ya ) Er(z y)
(E2) €.(y,z) =0siy sblosiy=z;
(E3a) ¢.(y,z) =1siysélosiy=0y z=1;
(E3b) €-(y,z) =—1siysélosiy=1y z=0;
(E4) Para cada t,y,z € [0,1], t < y < z, tenemos que

e (t,y) <el(t,2) y ey, 2) < e z,1) .

Estas propiedades garantizan el comportamiento esperado
en el término de intensidad. Por ejemplo, (E2) garantiza que la
derivada de una funcién serd 0 si y s6lo si g(k+¢&) = g(z—¢&)
para cada posicién £ € [—t,t]°.

Tras un andlisis detallado, creemos que las RDF suponen
una herramienta Util para generar funciones e. En concreto,
proponemos usar funciones e construidas tal que:
(w2,
12—yl
donde r es una RDF. Una funcidn ¢,., construida como en la
Ec. (8), satisface las propiedades (E1)-(E4).

Trabajos anteriores han estudiado las técnicas cldsicas
de filtrado para incorporar dos términos independientes (y
explicitos), especialmente en el campo de procesamiento
de imagen. Las técnicas de regularizacién o diferenciacion
adaptadas al contenido local de la imagen (content-aware
filtering), por ejemplo, discriminan el andlisis de tonos (el
término de intensidad) con el estudio de la posicién de cada
pixel (el término espacial). La manera en que los términos
se aplican y combinan puede, sin embargo, ser diferente. La
contribucion mas relevante en este sentido, asi como la mas
parecida a nuestros objetivo, es el filtrado bilateral de Tomasi
y Manduchi (bilateral filtering [20]). En este trabajo, los
autores proponen la combinacion de filtros en las dimensiones
tonal y espacial para la regularizacién adaptativa de imagenes.
Estos filtros consideran la cercania tonal y espacial de cada
par de pixeles a la hora de regularizar una zona de la imagen.
Especificamente, proponen generar una imagen regularizada
g* a partir de una imagen monocanal g tal que:

—g(P+E)))d¢

e / / ©)

donde k; es un factor de normalizacidén, s es un filtro de
paso bajo y h es una funcién unaria decreciente. En esta
formulacién, s modula el peso de los elementos en funcion
de su distancia a p, mientras que h modula el peso de los
elementos en funcién de su diferencia de valor respecto a g(p).

er(y,2) = r(y, ®)

g(p+¢&)-h(lg(p)
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Los filtros bilaterales se han aplicado en diferentes escenar-
ios, si bien se han mantenido casi siempre en el dmbito de
la regularizacion adaptativa. Los objetivos, sin embargo, han
variado, desde la regularizacién sin contexto (en el trabajo
original [20]) a la eliminacién de ruido o texturas [29].
Algunos autores han relacionado los filtros bilaterales con
otras estrategias de regularizacién adaptativas y andlisis de
datos, como pueden ser la difusién anisotrépica o el mean-
shift [30], [31], [32]. Finalmente, en 2017, Wilkin y Beliakov
presentaron una reformulacién de los filtros bilaterales [21]
usando funciones débilmente mondtonas (weakly monotone
functions [33]).

Nuestra propuesta, aunque es conceptualmente similar a
la de Tomasi y Manduchi, tiene una formulacién diferente.
El cambio mads significativo es que el término de intensidad
incluye dos posiciones simétricas respecto a p, mientras que en
un filtro bilateral se evalda la similitud tonal entre los valores
respecto de la posicién central (ver Ec. (9)). Otra diferencia
significativa es que el dominio espacial de los filtros bilaterales
es simétrico desde el origen (p), mientras que en la Ec. (7) w
s6lo necesita definirse en la mitad del mismo.

V. VALIDACION EXPERIMENTAL

La propuesta de la Secciéon IV se basa en la asuncién de
que la diferencia aritmética no es necesariamente el mejor
descriptor de la disimilitud entre dos valores. O, al menos, de
que es bueno tener la capacidad de modelar esta disimilitud
por medio de una funcién dedicada. Esta seccion trata de
comprobar si el aislar el término de intensidad puede conllevar
mejoras en los resultados practicos de una aplicaciéon de
diferenciacién. Para ello, hemos aplicado nuestras ideas al
contexto de deteccién de bordes.

Proponemos un esquema de detecciéon de bordes relati-
vamente estdndar, compuesto por cuatro pasos acordes a la
estructura de descomposicién de Bezdek [34], [35]:

1. Regularizar la imagen con un filtro Gaussiano con o = 1;

2. Calcular los gradientes como la combinacién de las
derivadas parciales, aproximados de acuerdo a la Ec. (7)
con los ajustes que se detallan a continuacion.

3. Estimar la intensidad de borde como la magnitud del
gradiente en cada pixel.

4. Binarizar la imagen usando non-maxima suppresion [36]
e hysteresis [11], para la cudl los umbrales se establecen
usando la técnica de Medina-Carnicer et al. [37].

Este esquema es una aplicacién directa de la diferenciacion
de sefiales discretas (imdgenes). Los ajustes de nuestros filtros
son los que siguen:

e € se construye como se ve en la Ec. (8), donde las RDFs
son del tipo 74, 5] con valores o, 8 € {0.5,1,1.5,...,3};
e K Y K, son equivalentes al lado positivo de un filtro de

Canny, i.e
_ e2+¢2 _ &2 +¢
kn(6) = —e” 7 and  ky(€) = éei =
o o
(10)
con o = 1.

B

05 10 15 20 25 30

05 | 56 63 6 64 63 6l

10 | 56 63 64 63 6l .58

15 | 56 6 61 59 57 55

“ | 20| 56 59 8 55 53 50
25 | 55 57 55 52 49 47

30 | 54 54 51 48 46 M3

(a) Rendimiento medio (medida F') para cada RDF r[, g).

B

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.5 4/13 26/- 24/- 16/- 16/- 16/3
1.0 2/3 11/- 14/- 6/- 8/- 212
1.5 4/3 71 2/- 1/1 1/1 3/-

“ 2.0 5/3 3/- 3/- 1/- -/- 172

2.5 2/9 4/- 2/2 -/- 212 6/12
3.0 2/19 1/5 3/2 1/9 -/13 1/95

(b) Numero de imdgenes para las cuales cada RDF 7|, ) obtiene el
mejor/peor resultados de entre los contendientes.
TABLE 1
RESULTADOS CUANTITATIVOS OBTENIDOS EN EL EXPERIMENTO PARA
CADA RDF r( ) EN EL BSDS500 fest set.

Nétese que, cuando usamos 77y 1], €l algoritmo es computa-
cionalmente equivalente al método de Canny. De esta man-
era, al incluir (a, ) = (1,1) en la comparacién, podemos
contrastar la importancia de tener un término independiente y
adaptable para la cuantificacion de las disimilitudes.

En este experimento utilizamos un esquema estdndar de
cuantificacién de resultados basado en la medida F' [38], [39]
sobre el dataset de test del BSDS [40].

En la Tabla I mostramos los resultados obtenidos en los
experimentos. Primero, en la Tabla I(a) listamos el rendimiento
medio de cada combinacién de («, ). Luego, en la Tabla I(b)
mostramos el nimero de imdgenes para los cuales cada
combinacién de («, 3) produce el mejor y/o peor resultado
(en términos de la medida F).

Los resultados indican que la combinacién («, 8) = (1,1)
(que recupera el método de Canny) no es necesariamente la
mejor opcién para el término de intensidad. Otras configura-
ciones producen resultados que son, al menos, competitivos,
especialmente con valores bajos de v y (3. Esta conclusion se
refiere a los valores medios de rendimiento, pero también a
los nimeros de mejores y peores resultados. Son llamativos
los casos de 7(g.5,1.09) ¥, por ejemplo, r[g.5,2.5], Ya que ambos
tienen mejores resultados medios, asi como mejores ratios de
mejor/peor resultado que 7y 17. Si bien experimentos exhaus-
tivos podrian llevarse a cabo para confirmar nuestras hipétesis,
creemos que nuestros resultados, dado el limitado espacio,
refuerzan nuestra tesis de que la diferencia absoluta podria
no ser siempre la mejor medida de disimilitud entre (en este
caso) tonos en una imagen y (de manera general) valores en
una funcién discreta.
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VI. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado un modelo para gener-
alizar filtros antisimétricos (impares) para la aproximacion
de derivadas mediante diferencias discretas. Nuestro modelo
propone el uso de términos explicitos para las diferencias de
valor (término de intensidad) y posicién (término espacial).
En el caso de las primeras, hemos presentado una clase de
funciones de comparacién basadas en RDFs que garantizan
una serie de propiedades, afadidas a la alta flexibilidad.
La validez del modelo se ha testeado en la diferenciacién
de imdgenes en escala de grises para deteccién de bordes,
encontrando que los resultados de algoritmos cldsicos pueden
mejorarse al usar las RDFs dentro de nuestra reformulacion
del modelo. Los resultados son prometedores, aunque deberian
ser respaldados por trabajos mds exhaustivos. Ademads, cabe
sefalar que nuestro modelo propuesto abre la puerta al uso de
técnicas como el entrenamiento de funciones en el espacio de
intensidades (tonos, en el caso de procesamiento de imagen),
que en una formulacién clésica del problema no eran elegibles.
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Abstract—En este trabajo proponemos una definicion de
funcién de equivalencia restringida intervalo-valorada que deter-
mina el grado de similitud de dos intervalos teniendo en cuenta
su amplitud y utilizando ordenes admisibles. Utilizamos estas
funciones para definir medidas de similitud intervalo-valoradas
y discutimos algunas posibles aplicaciones.

Index Terms—Funcion de equivalencia restringida intervalo-
valorada, Funcion de similitud intervalo-valorada, Orden admis-
ible, Medida de similitud

I. INTRODUCCION

Los conjuntos intervalo-valorados (IVFSs) son cada vez
mas utilizados debido a su excelente rendimiento en multiples
aplicaciones [1]-[3], [10]. Dado que muchas de estas aplica-
ciones, en su version difusa, hacen uso del concepto de medida
de similitud [4], [12], las medidas de similitud intervalo-
valoradas estan atrayendo también un gran interés [11].

El objetivo de este trabajo es construir medidas de similitud
intervalo-valoradas que, por una parte, utilicen 6rdenes totales
(y no solo parciales) a la hora de comparar los intervalos
involucrados y que, ademds, tengan en cuenta la amplitud
de los intervalos, interpretada como una medida del grado de
incertidumbre asociado a los datos. Para lograr este objetivo,
consideramos nuevas definiciones de funciones de agregacion
y funciones de equivalencia restringida intervalo-valoradas que
tienen en cuenta tanto 6rdenes totales como la amplitud de los
intervalos.

La estructura del trabajo es la siguiente. En la Seccién II
presentamos algunos resultados y definiciones preli-minares.
En la Seccién III presentamos la definicién de funcién de
equivalencia restringida intervalo-valorada y en la Seccién
IV, discutimos la construccién de funciones de agregacion
intervalo-valoradas que preservan la amplitud. La Seccién V se
centra en el nuevo concepto de medida de similitud intervalo-
valorada basada en la amplitud. Terminamos con algunas
conclusiones y referencias.

Este trabajo ha sido parcialmente financiado por el proyecto de investi-
gacion TIN2016-77356-P del Gobierno de Espaiia.

II. PRELIMINARES

Vamos a trabajar con subintervalos cerrados del intervalo
unidad. Por ello, definimos el siguiente conjunto:

L([0,1]) = {[X, X] [0 < X <X < 1}.

La amplitud de un intervalo X € L([0,1]) se denota por
w(X). Una funcién intervalar f : (L([0,1]))” — L([0,1])
se dice que preserva la amplitud si para todo Xq,...,X, €
L(]0,1]) tales que w(Xy) = ... = w(X,), se tiene que
w(f(Xy,...,Xn)) =w(X;) para cualquier i € {1,...,n}.

Denotamos por <; una relaciéon de orden arbitraria en
L(]0,1]) con 0z, = [0, 0] como elemento minimo y 1, = [1,1]
como elemento maximo. Esta relaciéon de orden puede ser total
o parcial. Si queremos hablar especficamente de un orden total,
lo denotaremos por <.

Ejemplo 1: Ejemplos de relaciones de orden en L(]0, 1]).

a) La relacién de orden parcial en L([0, 1]) inducida por el
orden (parcial) usual en R? es:

X, X2 LY]siX<Y yX<Y. (D

b) Como ejemplo de orden total en L([0, 1]) tenemos el de
Xu y Yager (véase [14]):

X+X<Y+Yo

X+X=Y+Yy (2)
X-X<Y-Y.

(X, X] <xy [Y,Y] si

Definicion 1: Un orden admisible en L([0,1]) es un orden
lineal <7 que extiende el orden parcial 3r.

En este trabajo, cuando hablamos de un orden lineal entre
intervalos, asumimos que es admisible. El siguiente resultado
proporciona un método de construccién de 6rdenes admisibles.

Proposicién 1: ( [9]) Sean My, My : [0,1]*> — [0,1]
dos funciones de agregacién (es decir, funciones crecientes
tales que, si todas las entradas son cero, el resultado es
cero y, si todas las entradas son uno, el resultado es uno)
tales que, para cualesquiera X,Y € L([0,1]), las identidades
M(X,X) = Mi(Y,Y) y Ma(X,X) = My(Y,Y) se
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satisfacen simuldneamente si y solo si X = Y. Entonces, el
orden <z, am, en L([0,1]) dado por

Ml(i,Y) < Ml(z,? (6]
X<, Y si Mi(X,X)=M(Y,Y)y
My(X, X) < Mp(Y,Y

es un orden admisible en L([0, 1]).
Ejemplo 2:
(i) El orden de Xu y Yager es un ejemplo de orden
admisible con M (z,y) = 5L y My(z,y) = v.

(ii) Los o6rdenes lexicograficos <jep1 (<Liez2 ) también son
ejemplos de Ordenes admisibles con M;i(x,y) = =z
(Mi(z,y) =y) y Ma(z,y) =y (Ma(z,y) = ).

En general, si, para a € [0, 1] definimos la funcién de
agregacion

(iii)

Ko(z,y) = (1-a)a +ay

entonces, para ., 3 € [0, 1] con @ # 3, podemos obtener
el orden admisible <, g tomando M (x,y) = K (z,y)
y My(z,y) = Kg(x,y). Véase [9] para mds detalles.

Recordemos también la definicién de funcién de equivalen-
cia restringida (REF) [7]

Definicion 2: Una funcién R : [0,1]2 — [0,1] es una
funcién de equivalencia restringida (REF) si:

1) R(z,y) =0siy solosi{z,y} ={0,1};

2) R(x,y)=1siy solosiz=uy;

3) R(z,y) = R(y,x) para todo z,y € [0,1];

4) Si x <y <z entonces R(z,2) < R(z,y) y R(x,z) <

R(y, z) para todo z,y, z € [0,1].

ITI. FUNCIONES DE EQUIVALENCIA RESTRINGIDA
INTERVALO-VALORADAS QUE PRESERVAN LA AMPLITUD

En esta seccién proponemos una nueva definicion de REF
para datos intervalo-valorados que tiene en cuenta la amplitud
de los mismos.

Definicion 3: Sea <y, un orden en L([0,1]). Una funcion
de equivalencia restringida intervalo-valorada (IV REF) con
respecto al orden <j es una funcién Ry : L([0,1])? —
L(]0,1]) tal que:

1) Riv(X,Y)=0gsiysolosi {X,Y}={0.,1.};

2) Riv(X,X)=[1—-w(X),1] para todo X € L([0,1]);

3) Riv(X,Y) =Ry (Y,X) para todo X,Y € L([0, 1]);

4) Si X,Y,Z € L([0,1]) son tales que X <p Y <j Z

y w(X) = w(Y) = w(Z), entonces Ry (X,Z) <
Riv(X,Y)y Riv(X,Z) <y Riv(Y, 2).

La principal diferencia de esta definicién respecto a su
contrapartida difusa radica en el axioma 2. Dado que con-
sideramos que la amplitud del intervalo de pertenencia de un
elemento es una medida de la incertidumbre asociada al valor
preciso de pertenencia, y que dicho valor preciso es un nimero
dentro del intervalo de pertenencia, de esta forma se evita que
el resultado sea menos impreciso que los datos considerados.

Ejemplo 3:

La funcién Ry : L([0,1])? — L([0, 1]) dada por:

Riv(X,)Y) = [max (O7 1—|Kq4(X)
S w(X) +w(y))
max (1 — Ko (X) — Ko(Y)],

1

5 (W(X) +w(Y))]

es, para todo « €]0, 1], un ejemplo de IV REF con respecto a
cualquier orden admisible.

A continuacion discutimos un método de construccion de
estas funciones. Para ello, necesitamos el siguiente lema
previo.

Lema 1: Sean X, Y € L(]0, 1]) intervalos tales que w(X) =
w(Y). Entonces

- Ka(Y)|

XZLY & X< Y

para cualquier orden admisible <.
Prueba. La demostracion se sigue al tener en cuenta que dos
intervalos cualesquiera de la misma amplitud son siempre
comparables por medio del orden parcial 3. Dado que todo
orden admisible refina este orden parcial, se tiene el resultado.
|

Teorema 1: Sea o €]0,1[, M : [0,1]?> — [0, 1] una funcién
de agregaci6n simétrica e idempotente y R : [0,1]2 — [0,1]
una REF. Entonces, la funcién Ryy : L([0,1])? — L([0,1])
dada por

Riv(X,Y) = [max (0, R (Ko (X) , 3)
Ka(Y)) = M(w(X),w(Y))),
max (R (Ko (X), Ka(Y)), M(w(X),w(Y)))]

es una IV REF con respecto a cualquier orden admisible <7,
que preserva la amplitud

Prueba. Por comodidad, escribimos R por
R(Ky(X),Ko(Y)), y M por M(w(X),w(Y)). Entonces,
la ecuacién (3) se simplifica como:

Riv(X,Y) = [max (07R—M),max (R,M)](4)
B {[R—M,RL siR> M,

[0, M], en otro caso.

De (4), Ry estd bien definido. Ademads, R;y(X,Y) =0p
si ysolosi R =0y M = 0. Pero esto ocurre si y solo
si {Ko(X),Ko(Y)} = {0,1}, lo que sucede si y solo si
{X,Y}={0r,1}. Luego w(X) = w(Y) =0 y tenemos la
primera condicién de la Definicién 3.

La segunda condicion de la Definicién 3 se sigue al observar
que R (Ko(X), Ka(X)) = 1y M(w(X),w(X)) = w(X).

La simetria de Ry es una consecuencia inmediata de la
simetria de Ry M.

La monotonia con respecto a cualquier orden admisible es
clara a partir de la monotonia de R, el lema 1 y el hecho de
que, si X <71 Y <rp Zyw(X)=w(Y) =w(Z), entonces
Ko(X) < Ko(Y) < Ko(2).
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Finalmente, la preservacion de la amplitud Ry se sigue de
la Ecuacién (4) y de la idempotencia de M B

Podemos utilizar cualquier REF R y cualquier funcién de
agregacién idempotente y simétrica M en la Ecuacién (3)
para construir funciones de equivalencia restringida intervalo-
valoradas que preserven la amplitud. De hecho, es posible sim-
plificar la Ecuacién (3) imponiendo restricciones adicionales
sobre Ry M.

Corolario 1: Sean o €]0,1] y M : [0,1]*> — [0,1] una
funcién de agregacion simétrica idempotente tal que

M (z,y) < min ((1 — o)z + ay, az + (1 — a)y)

para cualesquiera x,y € [0,1]. Sea R : [0,1]> — [0,1] una
funcién de equivalencia restringida tal que

R(z,y) > 1— [z -y

para todo z,y € [0,1]. Entonces, la funcién Ry
L([0,1])? — L([0,1]) dada por

RIV(X7Y) = [R (Ka(X)aKa(Y))
- M(w(X),w(Y)LR(Ka(X),Ka(Y))}

®)

es una funcién de equivalencia restringida intervalo-valorada
con respecto a cualquier orden admisible <7y y que preserva
la amplitud.

Prueba Es necesario ver que

R(Ka(X),Ka(Y)) 2 M(w(X),w(Y))

para todo X,Y € L(]0,1]), ya que, de este modo, la
Ecuacién (5) es un caso especial de la Ecuacién (3).
Por nuestras hipétesis sobre M y R, es suficiente mostrar
que
1= [Ka(X) = Ka(Y))] (©)
> min ((1 - a)w(X) + aw(Y),cw(X) + (1 — c)w(Y)).

Supongamos que K, (X) > K,(Y). Entonces

1= |Ko(X) = Ko (Y)
= 1-1l-a)X-aX+(1-aY+aY
y como
1>X-Y
= l-a)X-Y)+a(X-Y)
= l-a)X-X+X-Y)

tenemos que

H
|
|
L2
!
|
o
e
+
-
|
L2
|~
_|_
Q
=

> (1-a)(X-X)+aY -Y),

luego (6) se satisface.
Supongamos ahora que K, (X) < K, (Y). Tenemos que

1+1-a)X+aX - (1-a)Y —aY

y como
1>Y -X
= (1-a)Y —X)+aY - X)
1-a)(Y -Y+Y-X)
+ oY — X +X - X),
vemos que

1+(1-a)X+aX —(1—)Y —aY
> 1-a) -Y)+aX - X),

de donde se cumple (6) y tenemos el resultado. H.

Corolario 2: Consideremos la funcién de equivalencia re-
stringida intervalo-valorada Ry propuesta en el Corolario 1.
Entonces, para todo X,Y € L([0,1]) se tiene que

min(w(X), w(Y)) < w(Rrv(X,Y)) = M(w(X),w(Y))
< min ((1 — a)w(X) + aw(Y),cw(X) + (1 — c)w(Y)).

Prueba. La primera desigualdad se verifica porque toda funcion
de agregacion idempotente es siempre mayor o igual que el
minimo. En cuanto a la segunda desigualdad, es una conse-
cuencia de las hipétesis sobre M asumidas en el Corolario 1.
]

El siguiente resultado es directo.

Lema 2: Si My, M : [0,1]> — [0,1] son funciones de
agregacion simétricas idempotentes, entonces la funcién M :
[0,1]* — [0, 1] dada por

M(Jj,y) = min(Ml (x,y), MQ(J;) y))v

para todo x,y € [0, 1], es una funcién de agregacién simétrica
idempotente.

Ejemplo 4: Vamos a construir un ejemplo especifico de
funcién de equivalencia restringida intervalo-valorada constru-
ida de acuerdo con el Corolario 1. Sea RP(z,y) = 1—|z—y|?,
con p > 0, que es una REF. Es claro que RP(z,y) > R!
1 — |z — y| para todo z,y € [0,1] siy solo si p € [1,00].

(1) Si tomamos o = 1/2 y M(z,y) Y obtenemos
una clase de funciones de equivalencia restringida intervalo
valoradas prespecto a cualquier orden admisible:

X+X Y+Y)

P — P
) = [ (X2, L2

L 0 g (XX LT

para cualquier p € [1,00].
(ii) Si tomamos M (z,y) = min(z,y), obtenemos:
RUF(X,Y) = [RP (Ko(X), Ko(Y)) — min(w(X), w(Y)),
R (Ko (X), Ka(Y))]
para p € [1,00[ y a €]0,1].
(iii) Sea « € [0, 1]. Es fécil observar que

min ((1 — B)z + By, Bz + (1 — B)y)
< min ((1 - a)z +ay, az + (1 — a)y)
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para todo 3 € [0,1] tal que
max(3,1 — 8) > max(a,1 — a) .

Por tanto, obtenemos una clase mas general que la del item
(i) si tomamos « €]0,1[ y

M(z,y) = min ((1 - B)z + By, Bz + (1 - B)y)

para 8 € [max(a,1 — «),1] (o equivalentemente para 8 €

[0, min(a, 1 — a))):
RiP(X.Y)
= [RP (Ko(X),Ka(Y)) —min ((1 = B)w(X) + Bw(Y),
Bu(X) + (1= Bw(Y)), R (Ka(X), Ko(Y))].

En particular, para 5 = 1 (o equivalentemente para 8 = 0)
obtenemos la clase descrita en el item (ii).

IV. FUNCIONES DE AGREGACION INTERVALO-VALORADAS
QUE PRESERVAN LA AMPLITUD

De cara a posibles aplicaciones, introducimos en esta
seccion un andlisis de la posible definiciéon de funciones de
agregacionj intervalo-valoradas que también tengan en cuenta
la amplitud de los datos a agregar. Recordamos primero la
definicién de funcién de agregacién intervalo-valorada con
respecto a un orden admisible arbitrario.

Definicion 4: Sea n > 2. Una funcién de agregacion
intervalo-valorada (n-dimensional) en L([0,1]) con respecto a
un orden <, es una aplicacién My : (L([0,1]))™ — L([0, 1])

tal que:
(i) Mrv(0g,---,0L) =0r.
@) Mrv(p,---,11) =1p.

(iii) M7y es no decreciente respecto a <.

A continuacién proponemos un método de construccién de
funciones de agregacion intervalo-valoradas que preservan la
amplitud de los intervalos a agregar.

Para ello, dada una funcién de agregaciéon M :
[0, 1], consideramos las dos propiedades siguientes:

[0, 1]"

(Pl) M(cxy,...,cxy) > cM(x1,...,2,) para todo ¢ €
[0,1], x1,...,2, € [0,1].

(P2) M(z1,...,2y) <1—M(1 —z,...,1—z,) para
todo z1,...,z, € [0,1].

Teorema 2: Sean «, 8 € [0,1] con 8 # «. Sean My, My :
[0,1]" — [0,1] dos funciones de agregacién tales que M
es estrictamente creciente, M1 (x1,...,2,) > Ma(21,...,2,)
paratodo 1, ..., x, € [0, 1], My o M, satisfacen la propiedad
(P1) y M; o M5 satisfacen la propiedad (P2). Entonces, My :

(L([0,1]))™ — L([0,1]) dada por:
Mpy(X1,...,X,) =Y, donde
{Ka(Y) = My (Ko(X1), ..., Ka(Xn))
w(Y) = My (w(X1),...,w(Xn)),

para todo X1q,...,X, € L([0,1]), es una funcién de agre-
gacion intervalo-valorada con respecto a <, g.

Ademas, si M es idempotente, entonces My preserva la
amplitud.

Prueba.
Primero veamos que My estd bien definida. Tenemos

Y = [V, V] = [Ka(Y) — aw(Y), Ko(Y) + (1 — a)w(Y)].

Como Y <Y, solo debemos probar que

HY > 0: Para « = 0 tenemos que Y =
My(Xi,...,X,) >0y para o €]0, 1] tenemos que
K,(Y)=M (Ko(X1),...,Ko(Xy))
s o (Kl ()
@ @

> abM, (w<X1)v v aw(Xn)) = OZ’LU(Y)

donde la primera desigualdad se sigue de que M> satis-
face la propiedad (P1) y la segunda, de que K, (X) =
lI-a)X+aX > aX - X) = aw(X) for all

X € L([0,1)).
2) Y < 1: Para a = 1 tenemos que Y =
M;(X1,...,X,) <1y para a € [0,1] vemos que
K,Y)+ (1 —-a)w(Y)
= M (Ka(X1),-.., Ka(Xn))
+ (1 - @)Mz ( (Xl) w(Xy,))
< My (Ka(X0), < ) -
1— 1— K, (X,
(SO 1)
< M (Ka(Xy), .- ( ))
+ M(1 Ka(Xl) Ka(Xn))
< My (Ka(Xy),- ( ))
+ 1-My(K (X1) S Ka(Xn)) =1

donde la primera desigualdad se sigue de que 1 —
Ko(X)=1-(1-a)X-aX >(1-a)(X - X) =
(1 — o)w(X) for all X € L([0,1]), y la segunda y la
tercera, de las hipdtesis del Teorema.
Veamos ahora que My es una funcién de agregacién
intervalo-valorada.

(1) M[\/(OL,-'- 7OL) = Y donde KQ(Y) =
M1(0,...,0) = 0y w(¥) = M3(0,...,0) = 0, luego
Y =0;.

(11) ij(lL,”- ,1L) = Y donde KQ(Y) =
Mi(1,...,1) = 1y wlY) = M0,...,0) = 0, luego

Y =1;.

(iii) Sea X; <, Y; para todo ¢ = 1,...,n. Entonces

K.(X;) < K,(Y;) para todo ¢ = 1,...,n y hay dos
posibilidades:
1) Existe j € {1,...,n} tal que K,(X;) < K,(Y;).
Entonces
Ml(Ka(Xl),. .. ,Ka(Xn)) < Ml(K(,(Yl), .. ,KQ(Y»,L)),
ya que M; es estrictamente creciente, luego
ij(Xl,...,Xn) <a,ﬁ M]\/(Yl,...,yn).
2) Ko(X;) = Ko(Y;) para todo ¢ = 1,...,n. Si

B > «, entonces w(X;) < w(Y;) para todo
i = 1,...,n, de donde My(w(Xy),...,w(X,)) <
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My(w(Y7),...,w(Yy)), y por tanto
MIV(X17~-- n) Sa,B MIV(}/L“-’ ) Slﬁ < «,
entonces w(X;) > w(Y;) para todo i = 1,...,n, luego
MQ(w(Xl)v"'ﬂw(Xn)) 2 MQ( (Yl)aaw(yn))’ y
My (X1, ..., Xn) <ap Miv(Y1,...,Y5).

Finalmente, la conservacidon de la amplitud se sigue
facilmente de la idempotencia de M. B
Ejemplo 5: Una funciéon My : (L(]0,1]))" — L([0,1])
definida como en el Teorema 2, es una funcién de agregacion
intervalo-valorada que preserva la amplitud (con respecto a
<a,3)s Si, por ejemplo:

1) (1) Ml(xl,...,xn) = M2(1‘1,...,xn) = %
para todo z1,...,z, € [0,1], 0

2) (i) My(xy,... @) = St My(zy,... 2,) =
min{zy,...,x,} para todo z1,...,z, € [0,1].

V. MEDIDAS DE SIMILITUD INTERVALO-VALORADAS QUE
PRESERVAN LA AMPLITUD

A continuacién proponemos una nueva definicién de medida
de similitud intervalo-valorada que tiene en cuenta la amplitud
de los intervalos.

Definicion 5: Sea <y, un orden en L([0,1]) y M : [0, 1]™
[0,1] una funcién de agregacién. Una medida de similitud
intervalo-valorada asociada a M basada en la amplitud los
conjuntos intervalo-valorados definidos en un referencia finito
U, IVFS(U), y con respecto al orden <j, es una funcién
Sy IVFS(U) x IVFS(U) — L(]0,1]) tal que, para todo
A, B, A" B" € IVFS(U),

[(SM2)]

Sr(A, A) = [1 — M(w(Au)),. .., w(A(un))), 1] ;

[(SM3)] Sy (A,B) = 0 si y solo si {A(u;), B(u;)}
{0p,1.} para todo i € {1,...,n};

[(SM4)] Si A C A C B'"C Bwrt. <p y w(A(u))
w( A (u;)) w(B'(uw;)) = w(B(u;)) para todo i €
{1,...,n}, entonces Sp(A, B) <p, Sp (A", B).

Preentamos ahora un método de construccién de estas
similitudes. Recordemos que una funcién de agregacién M :

[0,1]" — [0,1] es auto-dual con respecto a la negacién
estandar si
M(z1,...,2n)=1—-M(1 —z1,...,1 —x,)
si x1,...,2, € [0,1].
Teorema 3:
Sea My (L([0,1]))™ — L(]0,1]) una funcién de

agregacion intervalo-valorada (respecto a un orden <p) tal
que M[\/(Xl, . 7Xn) = [ML(&, . ,&), MU(Xl,Xn]
con My, My funciones de agregacién y My, auto-dual, y sea
My (X1,...,X,) = 0g siy solo si X =X, =0.
Sea Ry : L([0,1])> — L([0,1]) una IV REF con respecto
al orden <j. Entonces, la funcién Sy, : IVFS(U) x
IVFS(U) — L(]0, 1]) dada por:

Sm; (A, B) = My (RIV (A(u1), B(u1)),..., Riv (A(un

), B(un)))

para todo A, B € IVFS(U) es una medida de similitud
intervalo-valorada asociada a M basada en la amplitud sobre

IVFS(U) con respecto al orden <j.
Prueba. (SM2) Tenemos

SN[L(A,A) = M[v( [1 —
[ML(1 —w(A(u)),. ..,
[1 — My (w(A(w)), ...

w(A(w)), 1], ...
1—w(A(un))), 1]
w(A(un))), 1]

(SM1), (SM3) y (SM4) son directos. B

Ejemplo 6: El siguiente es un ejemplo de IV similitud
basada en la amplitud con respecto a la media aritmética y
el orden definido por las funciones Ky 5 y K; (de acuerdo
con la proposicién 1).

§ Afus) + A(us) — Blus) — Blus)

Sm, (A,B) = |1— o
me( (A(us)), w(B(us)))
- - : %)
g Aws) + A(w) — B(uws) — Bluy)

VI. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado nuevas aproximaciones a
los conceptos de funcién de equivalencia restringida y funcién
de similitud en el marco intervalar teniendo en cuenta érdenes
admisibles y la amplitud de los intervalos.

Estas nociones son aplicables directamente en todos aque-
llos problemas donde, o bien se han utilizado conjuntos
intervalo-valorados, o bien se han utilizado conjuntos difusos
pero existe una gran incertidumbre asociada a la construccién
de los valores de pertenencia. En particular, en el futuro
tenemos intencién de aplicar estas nociones en problemas de
de visién en estéreo.
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Una generalizacion del algoritmo gravitacional de
clustering utilizando funciones de overlap
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Abstract—En este trabajo consideramos una modificacion del
algoritmo de clister gravitacional propuesto por Wright y
utilizamos el concepto de funcion de overlap para mejorar su
eficacia. Nuestra generalizacion recupera el algoritmo original.
Comparamos los resultados de nuestra propuesta con los
obtenidos con algoritmos usuales como el K-means o el FCM, con
el objetivo de descubrir los puntos fuertes y las carencias de la
nueva version.

Keywords—Cliister; overlap; fuerza gravitacional

I. INTRODUCCION

La variedad en los problemas a tratar por las técnicas de
clister ha fomentado la aparicién de decenas de algoritmos
distintos, capaces de adaptarse a distintas situaciones y ofrecer
resultados 6ptimos para cada caso [1]. Uno de estos algoritmos
es el propuesto por W. E. Wright en 1977 [2]. Este algoritmo
trata cada uno de los ejemplos sobre los que trabaja como una
particula que afecta al resto del sistema, segin una adaptacién
de la ley de gravitacién universal de Newton. Cada particula
compone inicialmente un clister, que se van combinando a lo
largo del tiempo hasta que solo queda uno.

El objetivo de este trabajo es generalizar el algoritmo de
Wright utilizando funciones de overlap [3].Nuestra
generalizacién modifica la funcién fundamental que simula el
movimiento de las particulas sustituyendo un término concreto
por una funcién de overlap. Las funciones de overlap se
introdujeron inicialmente en el campo difuso para tratar con el
problema de determinar a cudl de dos conjuntos difusos
pertenece en mayor medida una entrada dada. Sin embargo,
desde sus origenes se han aplicado con éxito en campos como
los del procesamiento de imagen [4], la clasificacién [5, 6] o la
optimizacién [7].

En particular, en [7], una generalizacién muy competitiva
del GSA, un algoritmo de optimizacién que también hace uso
de la fuerza gravitacional, ver [8], fue propuesto, reemplazando
el producto en la expresion de la fuerza por funciones de
overlap (y otro tipo de funciones).

La estructura del trabajo es la siguiente. En la Seccién II
presentamos algunos conceptos preliminares. En la Seccién 111,
presentamos el algoritmo de clister gravitacional original y
nuestra propuesta de generalizacién. La Seccién IV se dedica a
un studio experimental de nuestra propuesta. Terminamos con
algunas conclusions y referencias.

Javier Armentia

Planetario de Pamplona
Pamplona, Espafia

II. PRELIMINARES

A. Funciones de Agregacion

Definicion. [9] Una funcién de agregaciéon n-dimensional
es una funcién M:[0,1]"—[0,1] que verifica las dos
condiciones siguientes:

e M es no decreciente en cada una de sus variables;

o M(O,..,00=0yM(, ..., 1)=1.

Definicién. Sea M:[0,1]"—[0,1] una funcién de agregacion
n-dimensional.

e a € [0,1] es un aniquilador de M si M(xy, ..
siempre que a € { Xi, ..., Xn }-

L, Xp)=a

e Si M no tiene aniquilador, M se dice estrictamente
creciente si lo es en el dominio [0,1]" como funcién real
de n variables. Si a es un aniquilador de M, si es
estrictamente creciente en el dominio ([0, 1]\{a})".

e M tiene divisores de cero si existen X, ..., Xn €[0, 1]

tales que M(x1, ..., Xa) = 0.

e M es idempotente si M(xi, ..
1].

Nos vamos a centrar en el caso de funciones de agregacion
en dimensién 2. Por ello, revisamos algunas propiedades que
nos van a resultar de interés.

., Xn) = X para todo x € [0,

Definicion. Sea M una funcién de agregacién de dos
variables.

e M es simétrica si M(X, y) = M(y, x) para cualesquiera X,
y €[0, 1].

e M es asociativa si M(M(X, y), z) = M(X, M(y, z)) para
cualesquiera x, y, z €[0, 1].

La asociatividad permite extender las funciones de
agregacion bidimensionales a dimensiones mayores de una
manera “razonable”. En particular, es una de las propiedades
fundamentales que se demandan en la construcciéon de normas
triangulares (t-normas).
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Definicion . Una norma triangular o t-norma es una funcién
de agregacion T:[0, 1] — [0, 1] asociativa y simétrica tal que
T(1, x) = x para todo x €[0, 1].

Las t-normas permiten modelar intersecciones entre
conjuntos difusos. Ahora bien, si estamos trabajando con solo
dos elementos, la asociatividad no es en principio una
propiedad que deba ser requerida. Esta idea, la de poder
representar la interseccién sin necesariamente requerir la
asociatividad nos lleva al concepto de funcién de solapamiento
(funcién de overlap) que estudiamos a continuacién.

B. Funciones de Overlap

En esta subsecciéon recordamos algunos conceptos y
resultados presentados en [3].

Definicién Una funcién O:[0, 1]*> — [0, 1] es una funcién
de solapamiento si

e O es simétrica;

e OK,y)=0siysolosixy=0;
e O(x,y)=1siysolosixy=1;
e O es no decreciente;

e O escontinua.

Podemos presentar el siguiente resultado sobre la relacion
entre funciones de solapamientos y t-normas.

Teorema. Sea O una funcién de solapamiento asociativa.
Entonces O es una t-norma.

En cuanto a la construccién de funciones de overlap, es
posible hacerlo de forma general tal y como muestra el
siguiente resultado.

Teorema. La funcién O:[0, 1]> — [0, 1] es una funcién de
solapamiento si y solo si

O(x, y) = flx, y) I (ix, y) + h(x, y))
Con f, h: [0, 1]*> — [0, 1] tales que
e fyh son simétricas;
e fesno decreciente y h es no creciente;
e f(x,y)=0siysolosixy=0;
e h(x,y)=0siysolosixy=1;

e fyh son continuas;

III. EL ALGORITMO DE CLUSTER GRAVITACIONAL

A. El Algoritmo Original

El algoritmo de cldster gravitacional pretende hacer uso de
la Ley de Gravitacién Universal de Newton para llevar a cabo
un proceso de clasificacién no supervisado [2].

El esquema del algoritmo, tal y como figura en [2], es el
siguiente:

Supongamos que tenemos n particulas pi, ..., pa, para las
que conocemos sus posiciones s, ..., Sp € R" Asignamos a
cada particula p; una masa m; = 1 para comenzar el algoritmo.

1. Fijamos dos parametros reales positivos d y €.

e Utilizamos 6 para determinar la longitud de
cada paso temporal dt. En concreto, en el
intervalo [t, t + dt] la particula que se mueva
mas deprisa debe desplazarse una distancia
d.

e Si dos particulas estdn en algiin momento a
distancia menor que €, las unimos en una
particula con masa igual a la suma de las
masas original y posicién dada por el centro
de masas de las particulas originales.

2. Inicializamos el tiempo con t = 0.
3. Repetimos los pasos (i)-(iv) siguientes hasta que solo
quede una particula.

@). En cada intervalo de tiempo [t, t + dt], para
cada particula i calculamos el efecto
gravitacional de las demds particulas sobre
ella. En concreto:

gl tidr)= —Z—G; m(t)  |s;() — s ()] |s; (@) — s;(8)|? de®

(1)

donde G es una constante positiva.

(ii). Para cada particula i, su nueva posicion es:
si(t + dt) = si(t) + g(i, t, dt).

(iii). Incrementamos el tiempo de t a t + dt.

@iv). Si dos particulas i y j estdn a distancia

(euclidea) menor que €, se funden en una
particula ~como se ha  explicado
anteriormente.

Al final tenemos una sola particula y, si el proceso ha durado
un tiempo T, la siguiente evolucién:

e De t,=0a t, habfa n particulas.

e De ty1a typ habia n-1 particulas.

LI

e Det;at; habia 3 particulas.

e Det; at; habia 2 particulas.

Definimos la vida relativa de la configuracion de k clusters
como

Ry=(tx—tx1)/ T

Tomamos como solucién aquella configuracién Ryo con la
mayor vida relativa.

Notese que en una iteracion dada puede haber varias
fusiones de particulas. El caso en que en ty se tienen k
particulas y en ty; pasa a haber k-2 particulas, se puede ver
como que de ty a ti.; habia k particulas, de ti.1 a ti» pasa a haber
k-1 particulas y tx.; = tx-2, luego Ri.1=0.

Este modelo puede generalizarse reemplazando (1) por
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m;(£)Pm;(£)7 s5;(t) — 5;(t) 1

2
O 15,0 —s O] 15,0 —sOF "

2
con p, q >= 0. En particular, los mejores resultados se
obtienen cuando p = q = 0, obteniéndose el denominado
modelo unitario de Markov
1 Sj(t) - S[(t) 1
m(®) &t 15,0 — 5.1 15,0 ~ s OF

g, t,dt) =
J#i

g, tdt) = dt?

3

Notese que la constante G/2 se ha eliminado por tratarse
Unicamente de un valor heredado a partir de la ley de
gravitacién universal de Newton que no tiene un impacto til
en nuestro algoritmo, mds alld del de escalar los valores
obtenidos por la funcién g.

B. Generalizacion Usando Overlaps

En esta secciéon presentamos el contenido principal del
trabajo: un nuevo algoritmo de cldster gravitacional que
generaliza el mostrado en la seccién anterior, reemplazando el
factor 1/mji(t) en la ecuacién (3) por un término de la forma
O(1/my(t), 1) donde O:[0,1]*—[0,1] es una funcién de overlap
general. Ahora bien, dado que la funcién de overlap estd
definida sobre el cuadrado unidad [0,1]°, en principio es
necesaria una normalizacién. Esto puede hacerse considerando
la funcién O(m?!/nP"!, m9/nd), con p, q > 0.

Sin embargo, dado que estamos interesados en el caso p, q
préximos a cero (que es el que mejor funciona en el trabajo
original), se tiene que esta funcién siempre es mayor o igual
que O(1/mj(t), 1). La ecuacidn final a utilizar serd la siguiente:

] _ 1 5;(t) — s5:(t) 1 2
g(i, t, dt) = O(m[(t}'l); 5,(6) = 5:(0)] 50— s:_(t)|g dt

“4)

Los overlaps que ofrecen resultados mds prometedores, y
que por tanto se utilizardn en la fase de experimentacién son
los siguientes:

1 1
0(x,y) = (x*xy)P - O(E'l)_m_ﬂ” 5)
1
i m;
0(x.Y) = Frmmamaics _’O(mlx'l):m
m; el (6)

IV. EXPERIMENTACION

A. Pruebas

Para las pruebas se utilizaron una serie de datasets
sintéticos bidimensionales con el fin de comprobar en qué
casos se obtienen los mejores resultados para cada uno de los
overlaps. Los datasets utilizados se representan visualmente en
las Figs. 1-6.

Las pruebas se realizaron utilizando tanto métricas de
evaluacién interna (Dunn-Index [10]) como de evaluacién
externa (Purity, Rand-Index [11]). Se compararon los
resultados del algoritmo empleando cada uno de los overlaps

con el modelo unitario de Markov, el algoritmo K-means [12]
y el Fuzzy c-Means (FCM) [13].

Para estos dos tltimos algoritmos se realizaron 100
ejecuciones y se tomaron los mejores valores obtenidos,
buscando evitar el problema de caer en éptimos locales. Para el
algoritmo gravitacional se asignaron valores tomados de 0.01
en 0.01 en [0.1, 1] para 8, y de € = 25. Como pardmetro p para
(5) se utilizé el valor 20, con el objetivo de que las masas
grandes se vieran muy penalizadas. En las tablas se reflejan
tanto los valores medios obtenidos tras todas las ejecuciones,
como los valores miximos. La columna izquierda hace
referencia al dataset para el cudl se han obtenido los resultados
(Figs. 1-6).

Fig. 2. Dataset "3 close circles"

Fig. 3. Dataset "3 circles"

407



' XVIII CONFERENCIA DE LA ASOCIACION ESPANOLA PARA LA INTELIGENCIA ARTIFICIAL

Fig. 5. Dataset "3 stripes"

Fig. 6. Dataset "3 rings"

Purity
5) (6) Modelo unitario K- FCM
Mean Max Mean Max Mean Max means

1| 0784 | 0,893 | 0,807 | 0910 | 0,810 0,900 0,988 0,983

2 0,859 | 0,946 | 0,856 | 0,948 | 0,852 0,920 0,901 0,901
3 0,991 | 0,998 | 0,996 | 0,998 | 0,996 0,998 0,998 0,998
4 0,577 | 0,628 | 0,622 | 0,713 | 0,624 0,705 0,570 0,570
5 0,670 | 0,928 | 0,564 | 0,642 | 0,569 0,690 0,697 0,690
6 0,806 | 0,998 | 0,788 | 0916 | 0,784 0,916 0,960 0,960

b Tabla 2 - Comparacion de Purity entre los algoritmos para los datasets 1-6

Rand-Index
5) (6) Modelo unitario K- FCM
Mean | Max | Mean | Max | Mean Max means

110822 | 0901 | 0834 | 0917 | 0,838 0,907 0,988 0,983

0,843 | 0,931 | 0,840 | 0,931 | 0,836 0,902 0,884 0,884

0,989 | 0,998 | 0,995 | 0,998 | 0,994 0,998 0,998 0,998

0,507 | 0,532 | 0,533 | 0,591 | 0,533 0,584 0,501 0,501

0,718 | 0,905 | 0,626 | 0,702 | 0,633 0,719 0,762 0,754

(=)0 IS, B S B VS I N S

0,812 | 0,998 | 0,741 | 0,900 | 0,735 0,900 0,949 0,949

Dunn-Index

) (6) Modelo unitario K- FCM
Mean | Max | Mean | Max | Mean Max means

1 1 0508 | 0682 | 0,577 | 0.682 | 0,578 0,682 0,743 0,736
2 0,633 | 0,690 | 0,621 | 0,691 | 0,641 0,691 0,688 0,685
3 0,848 | 0,861 | 0,859 | 0,860 | 0,858 0,860 0,932 0,932
4 0,386 | 0,464 | 0,468 | 0,497 | 0,464 0,497 0,464 0,438
5 0,378 | 0,579 | 0,442 | 0,596 | 0,432 0,586 0,467 0,485
6 0,519 | 0,831 | 0,631 | 0,758 | 0,621 0,715 0,874 0,848

% Tabla 1 — Comparacién de indice Dunn entre los algoritmos para los datasets 1-6

© Tabla 3 — Comparacién de indice Rand entre los algoritmos para los datasets 1-6

B. Resultados

Lo primero que se puede observar es que no siempre existe
una relacién directa entre los mejores resultados para la
evaluacion interna y los de la externa. Esto supone un
problema, dado que dificulta la bisqueda de los pardmetros
Optimos para el algoritmo en los casos en que carecemos de
informacién sobre las clasificaciones a priori, que seran la
mayoria.

Si nos fijamos en las medidas de evaluacién externa, sin
embargo, vemos que el modelo usando (6) tiende a mejorar el
mejor resultado del modelo cldsico, mientras que suele ofrecer
valores similares en media. Por tanto, parece una alternativa
razonable al mismo. En concreto, obtiene los mejores
resultados de cualquier método cuando opera con datasets
circulares, del mismo modo que cuando lo hace con el dataset
de la Fig. 4, aunque en este caso los resultados son mediocres.

En el caso del overlap indicado en (5) tenemos que se
obtienen valores con mucha varianza para la mayorfa de
datasets. No obstante, se obtienen resultados mds que
aceptables al trabajar con los dos tltimos, casos en los que
ninguna de las alternativas del algoritmo ofrece buenos
resultados. Esto parece deberse a la gran penalizacién de las
particulas con masas mayores. El modo de trabajo del
algoritmo asegura que en todas las iteraciones, una particula se
desplazara la distancia 6. En este caso también sucede asi, pero
el resto de particulas de masa mayor se desplazan distancias
infimas, de modo que cuando se tiene un nimero elevado de
particulas, en cada iteracion tiende a moverse una sola,
obteniéndose un funcionamiento similar al del algoritmo
“single-linkage” [15], que opera bien con conjuntos de datos de
esta forma.

408




XIX CONGRESO EsPANOL SOBRE TECNOLOGIAS Y LécicAa Fuzzy '

V. CONCLUSIONES Y FUTUROS TRABAJOS

Las pruebas realizadas parecen apuntar a una mejoria del
funcionamiento del algoritmo cuando se utilizan los overlaps
propuestos en ciertos casos concretos. Ademds, lo dotan de una
mayor capacidad de adaptacién a conjuntos de datos de forma
no circular, problema con el que no pueden tratar otro tipo de
técnicas.

En cualquier caso, resulta importante recalcar que nuestro
caso sigue siendo una generalizacion del algoritmo original,
por lo que siempre se puede recuperar el funcionamiento
clasico.

Esta generalizacion abre la puerta a un estudio en mayor
profundidad que permita extender la generalizaciéon empleando
funciones de overlap a funciones de otro tipo, consiguiendo
posiblemente comportamientos mejores. Del mismo modo,
puede haber alternativas a la distancia euclidiana a tener en
cuenta a la hora de calcular la distancia entre particulas. Ambas
posibilidades se tendrdn en cuenta para futuros trabajos.

Este trabajo ha sido parcialmente financiado por el proyecto
de investigaciéon TIN2016-77356-P (MINECO/UE/FEDER)
del Gobierno de Espana.
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Abstract—La agregacion o fusion de datos intervalo-valorados
no es una tarea trivial. Esto es debido a que para aplicar
determinadas funciones de agregacion es necesario ordenar
totalmente los datos a agregar. Para solucionar el problema del
orden, en la literatura podemos encontrar soluciones basadas
en el concepto de orden admisible. Tras analizar las ventajas e
inconvenientes de esta propuesta, en este trabajo proponemos el
concepto de permutacion admisible y de integral de Choquet
intervalo-valorada basada en permutaciones admisibles. Este
nuevo operador nos permite agregar de una manera efectiva un
conjunto de intervalos solucionando los problemas encontrados
en las propuestas basadas en 6rdenes admisibles.

Index Terms—Agregacion, Fusion, Integral de Choquet, inter-
valos, permutacion admisible.

I. INTRODUCCION

La fusién de informacién es un paso clave en multitud de
aplicaciones del mundo real, dado que en casi todas ellas
es necesario combinar o fusionar en algin momento varias
fuentes de informacién en un tdnico valor representativo [2],
[3], [11]. Ejemplos de dichas aplicaciones son la toma de
decisiones multi-experto y multi-criterio, la fusion de sensores,
el procesamiento digital de imagenes, la mineria de datos o el
aprendizaje automatico, entre otros.

Cuando el proceso de fusién de informacién tiene un alto
grado de incertidumbre asociada a los datos, las extensiones
de los conjuntos difusos pueden ser muy utiles para manejar
dicha incertidumbre [1], [4], [8]. Algunas extensiones que han
sido muy utilizadas en la literatura son los conjuntos intervalo-
valorados difusos, los conjuntos intuicionistas de Atanassov
o los tipo-2. En este trabajo nos centramos en la fusién de
informacion intervalo-valorada, ya que con una complejidad
reducida, los intervalos permiten tratar la incertidumbre de
manera efectiva. Ejemplos de la utilizacién de informacién
intervalo-valorada pueden ser la informacién proveniente de
los sensores, que es convertida a un intervalo de confianza
teniendo en cuenta la precision del propio instrumento; o en
toma de decisiones, los intervalos pueden ser una herramienta

muy util para los expertos cuando éstos no son capaces de
asignar una puntuacién exacta a una alternativa/criterio.

Sin embargo, la extensién de algunas funciones de agre-
gacién para manejar informacién intervalo-valorada no es
trivial. Concretamente, tenemos en mente funciones como los
operadores OWA o la integral de Choquet, donde es necesario
ordenar los datos de entrada antes de ser fusionados. El pro-
blema surge debido a que el orden natural entre intervalos es
un orden parcial y, por tanto, existen elementos incomparables
que no pueden ser ordenados.

Para solucionar el problema del orden en las funciones de
agregacion intervalo-valoradas, en [5] se propuso una solucién
basada en la construccién de drdenes admisibles a partir
de una pareja de funciones. Basdndose en el concepto de
orden admisible, en [6] se propuso una nueva definicién de
la integral de Choquet intervalo-valorada en la que los datos
se ordenaban mediante la elecciéon de un orden admisible. Sin
embargo, aunque el problema del orden estaba solucionado,
surge un nuevo problema: la eleccién del orden admisible mas
apropiado. Parece razonable pensar que si en una aplicacién
elegimos un mal orden admisible, los resultados de la fusién
de informacién pueden ser contraproducentes para el resultado
final de la aplicacién. Se podria pensar que probando muchos
ordenes admisibles se soluciona dicho problema, pero debe-
mos tener en cuenta que: (1) podemos definir infinitos érdenes
admisibles y (2) muchos 6rdenes admisibles son equivalentes
entre si, produciendo la misma ordenacién de los datos.

Para solucionar el problema de la elecciéon de un orden
admisible concreto, en este trabajo proponemos el concepto
de permutacion admisible. Este concepto nos permite iden-
tificar de cudntas maneras diferentes podemos ordenar un
conjunto finito de intervalos respetando en todo momento las
restricciones impuestas por el orden parcial. Asi, si tenemos
en cuenta Unicamente las permutaciones admisibles de un
conjunto de intervalos podemos aislarnos de la eleccién de
un orden admisible concreto. Basdndonos en este concepto,
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en este trabajo proponemos ademds una nueva aproximacion
para la integral de Choquet intervalo-valorada que tiene en
cuenta todas las formas posibles de ordenar el conjunto de
intervalos a ordenar y obtiene el resultado final realizando un
promedio de todas ellos.

Este trabajo se organiza de la siguiente manera: en la
Seccién 2 recordamos los conceptos preliminares necesarios
para entender el resto del trabajo. En la Seccién 3 recordamos
el concepto de orden admisible y de integral de Choquet
basada en 6rdenes admisibles. En la Seccién 4 proponemos el
concepto de permutacién admisible y de integral de Choquet
basada en permutaciones admisibles y estudiamos algunas de
sus propiedades. Finalmente, comentamos las conclusiones y
lineas futuras en la Seccién 5.

II. PRELIMINARES

Comenzamos esta seccidén recordando el concepto de
funcién de agregacién en conjuntos parcialmente ordenados.

Definicion 1: [12] Sea (L,=) un conjunto parcialmente
ordenado acotado con un elemento minimo Oz, y un elemento
maximo 17. Una funciéon M : L™ — L es una funcién de
agregacion si satisface las siguientes propiedades:

(1) M(OLa"'aOL) :OL y M(1L7"'71L) :1L;

(ii) es creciente en cada argumento, es decir, para todo
(xla"'vxn)7(y1w~~ayn) S Ln, M(.’K17...,xn) j
M(y17"'7yn) si 1 jylw"amn jyn

Obsérvese que si L es el intervalo unidad junto con el
orden habitual de los ndmeros reales, entonces obtenemos la
definicién usual de funcién de agregacion [2], [3], [11].

En este trabajo nos centramos en la agregacién de infor-
macién intervalo-valorada. Por eso, tomamos L = L([0,1])
como el conjunto de todos los subintervalos cerrados del
intervalo [0, 1]:

L(0.1)) = {x = [z, F0 <z <7 < 1}.

Nétese que L([0, 1]) es un conjunto parcialmente ordenado
con respecto a la relacion de orden <, definida de la siguiente
manera: para cada x,y € L([0,1]),

x<pysiysolosiz<yyT<y.

De hecho, (L([0,1]),<z) es un reticulo completo donde el
elemento minimo es 0z, = [0,0] y el mdximo es 17, = [1,1] (
[10]). En este reticulo, el infimo y supremo de cada pareja de
elementos viene dado, respectivamente, por

X1 Axe = [min(z,,z,), min(Tq,T2)]

x1Vxe = [max(z;,z,), max(Z1,T2)].

Ejemplo 1: Los siguientes son ejemplos de funciones de
agregacion intervalo-valorada:

r n n

1 1
Marith(xla---axn) - - § Ly — § Ti| s

n 4 n 4

L =1 =1
Muin(X1,...,X,) = | min z;, min z,] ;

i=1,...,n 1=1,...,n
Moz (X1,...,%X,) = | max gz,;, max Z;|.

i=1,...,n i=1,...,n

A. Medidas difusas y la integral de Choquet

Antes de definir el concepto de integral de Choquet, recor-
damos el concepto de medida difusa (ver [14], [15]).
Definicion 2: Sea X = {1,...,n}. Una medida difusa
definida sobre X es una funcién m : 2% — [0, 1] tal que
@ m@) =0y m(X)=1,
(ii) si E C F, entonces m(FE) < m(F).
Ejemplo 2:
o La medida difusa mas pequefia viene dada por

(B) 1 si BE=X;
My =
0 en otro caso.

Obsérvese que para cualquier medida difusa m sobre X
se cumple que m,(E) < m(FE), para todo E C X.
o La medida difusa mas grande viene dada por

m*(E)_{o si E = 0;

1 en otro caso.
Obsérvese que para cualquier medida difusa m sobre X,
se cumple que m(E) < m*(FE) para todo E C X.
Definicion 3: [9] Sea m : 2% — [0,1] una medida difusa.
La integral de Choquet discreta de x1,...,2, € [0,1] con
respecto a m viene dada por

Con(®1,. .. 20) :ng(i)(m({cr(i), . om)h)—
m({c(i+1),...,0(n)}))

dondeo: {1,...,n} — {1,...,n} es una permutacion tal que
To(1) < oo+ < Ty y donde tomamos {4 (n41), To(n)} = 0.

)

III. EL CONCEPTO DE ORDEN ADMISIBLE Y LA INTEGRAL
DE CHOQUET BASADA EN ORDENES ADMISIBLES

Como hemos visto en la Seccién 2, el orden <j, definido
en L([0,1]) es un orden parcial. Esto significa que no siempre
es posible comparar (ordenar) dos intervalos cualesquiera.
Sin embargo, sabemos que muchas funciones de agregacion,
como la integral de Choquet, los operadores OWA o la
integral de Sugeno, estdn basadas en la ordenacién total de
los datos de entrada. De esta manera, si queremos extender
dichas funciones para agregar informacién intervalo-valorada,
necesitamos solucionar el problema del orden.

Una primera solucién a este problema fue dada en [5]
mediante el concepto de orden admisible. Un orden admisible
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es un orden lineal definido en L([0,1]) que refina el orden
parcial <p.

Definicion 4: [5] Sea (L(]0,1]),=) un conjunto parcial-
mente ordenado. Decimos que el orden < definido en L([0, 1])
es un orden admisible si

(i) =< es un orden lineal en L(]0, 1]);
(i) para todo x,y € L([0,1]) con x <, y, se tiene x X y.

Ejemplo 3: Los siguientes son ejemplos de 6rdenes admis-
ibles:

(1) x =ZLeq1 Y (orden lexicogréfico habitual en R?) si y solo
siz<yo@=yyzT<y):
(i) X <fea2ysiysoloSiT<Go(@T=7yz<y);
(iii)) x Xxy y (orden de Xu-Yager dado en [17]) si y solo si
z+IT<y+yol@+r=y+y y y-y<7T-a).

Una de las posibles formas de construccion de o6rdenes
admisibles es mediante la utilizacién de dos funciones de
agregacion en [0, 1] que satisfacen determinadas propiedades.
Sea K([0,1]) = {(z,7) € [0, 12|z < }.

Proposicion 1: [5] Sean A, B [0,12 — [0,1] dos
funciones de agregacion definidas en [0, 1] tales que, para todo
(x,y), (u,v) € K([0,1]), las igualdades A(z,y) = A(u,v)
y B(z,y) = B(u,v) se cumplen simultineamente solo si
(z,y) = (u,v). Definamos la relacién <4 g en L([0, 1]) dada
por x XA By siy solo si

Alz,) < Aly,y) o 2
(A7) =A(y,y) vy Bz <Byy). O
Entonces, <4 p es un orden admisible de L([0, 1]).

A. La integral de Choquet basada en érdenes admisibles

A raiz de la obtencién de un método de construccién de
ordenes admisibles entre intervalos, en [6] los autores pro-
pusieron una nueva definicién de operador OWA y de integral
de Choquet intervalo-valorados basados en 6rdenes admisibles.
La principal caracteristica de esta nueva aproximacion es que
los datos de entrada son ordenados en funcién de un orden
admisible fijado previamente. En este sentido, si fijamos los
datos a agregar, podemos obtener tantas integrales de Choquet
(operadores OWA) diferentes como 6rdenes admisibles.

Definicion 5: Sea x1,...,%, € L([0,1]) y sea m : 2% —
[0,1] una medida difusa. La integral de Choquet respecto al
orden admisible <4 g, con notacion C;n‘w, viene dada por

C%A'B(Xl, ceyXp) = ZXUA,B(i)(m({O'A)B(i% e
i=1

oa(n)}) —m({oap(i+1),...,04,8(0n)}))
donde o4 5 : {1,...,n} — {1,...,n} es una permutacion
tal que
Xoa p(1) SAB " SABXou p(n)
y donde tomamos {o4 g(n),04,5(n+1)} = 0.
Una de las principales ventajas de esta nueva definicion es el

hecho de que C?,ﬂB generaliza la definicion usual de integral

de Choquet definida en [0, 1], ya que
ern,A’B([zlv 1}1}, ceey [xnv xn]) -

[Cm(xh e 7$n)7cm(x17 o ;xn)]-

Ademas, si los datos de entrada son comparables con respecto
al orden usual <j,, entonces obtenemos los mismos resultados
que si aplicamos la integral de Choquet sobre los extremos
inferiores y superiores.

Proposicion  2: [6] Si (zq,...,Z,), (T1,...,Tn)
comondtonos, es decir, para todo 4,5 € {1,...,n}

son

(z; —2,;)(Fi —Tj) > 0

entonces se cumple que C=AP(xp,...,X,) =
C,.(x1,...,xy,) para cualquier pareja admisible de funciones
de agregacién (A, B).

Sin embargo, aunque el problema se resuelve parcialmente
con esta aproximacion, también tiene una desventaja: debemos
fijar un orden admisible. Recordemos que existen infinitos
ordenes admisibles y que, en general, no es sencillo identificar
el orden admisible apropiado para cada problema. Por estas
razones, la eleccién del orden admisible es un punto crucial
de esta aproximacién que intentamos resolver mediante el
concepto de permutaciéon admisible.

IV. EL CONCEPTO DE PERMUTACION ADMISIBLE Y LA
INTEGRAL DE CHOQUET BASADA EN PERMUTACIONES
ADMISIBLES

En esta seccién proponemos una nueva aproximacién a la
integral de Choquet intervalo-valorada que permita resolver
el problema de C?,LA*B. De hecho, nuestra propuesta no se
basa en la eleccién de un orden especificio, sino que trata
de tener en cuenta todos los 6rdenes admisibles posibles.
Noétese que aunque exista la posibilidad de definir infinitos
ordenes admisibles, cuando ordenamos un conjunto finito de
intervalos, el nimero de permutaciones de dichas entradas
es finito. Esto es debido a que muchos 6rdenes admisibles
diferentes producen la misma ordenacién de los datos y, por
tanto, son equivalentes.

Ejemplo 4: Supongamos el orden admisible <4 p dado
por A(z,y) = 0.5x2 4+ 0.5y y B(x,y) = 0.4z + 0.6y. La
pareja de funciones (A, B) es admisible y, por tanto, el orden
también. Supongamos ahora una segunda pareja de funciones
admisibles (A, B’) donde B’(x,y) = 0.3z + 0.7y. Bajo estas
condiciones, si X; =4 B X2, entonces también ocurre que
X1 =a,B’ X2; Sl X1 <4,B X2, debemos distinguir dos casos:
(1) Si A(z,,71) < A(z,,T2), entonces también X1 <4, pr X2}
(2) Si A(z,,7T1) = A(z,,T2), entonces por la definicién
de B’ tenemos que B(z;,7T1) < B(z,,T2) implica que
B'(z1,%1) < B'(z,,T2) y por tanto x; <4+ g’ X2. De esta
manera podemos ver que ambos Ordenes son equivalentes.
De hecho, cualquier otro orden =4 /) dado por B'(z,y) =
ax + (1 — o)y con a < 0.5 es equivalente al orden <4 p

Ademads, es importante mencionar que, dados n intervalos,
no todas las n! potenciales formas de ordenar dichos interva-
los son admisibles. Recordemos que los 6rdenes admisibles
refinan el orden parcial habitual <. De esta manera, dados
X1,...,Xn € L([0,1]) y una permutacién o : {1,...,n} —
{1,...,n}, si x;, < x;, entonces debemos exigir que
o71(i) < o7!(j). Mds aun, si x; = x;, entonces para cada k
entre (i) y 0~ !(j), debemos exigir que X; = X, () = X;.
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Basidndonos en estas dos ideas, a continuacién presentamos
la definicién de permutacién admisible de un conjunto de
intervalos.

Definicion 6: Sean xi,...,%, € L([0,1]). Decimos que
una permutacién o : {1,...,n} = {1,...,n} de x1,...,%,
es una permutacion admisible respecto al orden parcial <y, si
(i) <o '(5):

conjunto  {o~1(j)|j €
x;} forma un intervalo en

(i) para todo x; <y, X;, tenemos que ot
(i) para cada x;, el
{1,...,n} with x;, =

Obsérvese que la primera propiedad de la Definicién 6
sirve para que no se altere el orden de los intervalos que
sean comparables mediante el orden parcial, mientras que la
segunda propiedad sirve para que los intervalos iguales sean
ordenados de manera consecutiva.

Ejemplo 5: Consideremos un conjunto de 10 intervalos
cuyas relaciones de orden vienen dadas en el siguiente dia-

grama de Hasse:
X10

X5 X6 X7

N
/\
\/

Para este conjunto de intervalos existe un total de 24 permuta-
ciones admisibles: 2 formas de ordenar x5 y x3, 6 formas de
ordenar x5, Xg y X7 y otras 2 formas de ordenar xg y Xg.
Finalemente, 24 = 2 x 6 x 2. Nétese que las restricciones im-
puestas a las permutaciones admisibles reducen las potenciales
10! = 3628800 permutaciones de 10 elementos a tnicamente
24 permutaciones admisibles.

A. La integral de Choquet basada en permutaciones admisi-
bles

En la seccién anterior hemos visto que la propuesta de
integral de Choquet intervalo-valorada se basaba en la eleccién
de un orden admisible concreto que permite ordenar comple-
tamente el conjunto de intervalos a agregar. La propuesta que
hacemos en esta seccién es algo diferente ya que, en lugar
de fijar un orden concreto, tiene en cuenta todas las posibles
formas de ordenar dicho conjunto de intervalos. De hecho,
lo que proponemos es una agregaciéon en dos pasos: en el
primero, se calcula el conjunto de permutaciones admisibles de
los datos; una vez calculados, se aplica la integral de Choquet
utilizando dicha permutacién de datos y el resultado final se

agrega realizando un promedio que utiliza la media aritmética.
De esta manera, la integral de Choquet que proponemos tiene
en cuenta, de alguna manera, todas las posibles ordenaciones
de los datos.

Definicion 7: Sean X, ...,x, € L([0,1]) y sea m : 2" —

[0,1] una medida difusa. Sean oq,...,0p : {1,...,n} —
{1,...,n} el conjunto de las permutaciones admisibles de
X1,...,X,. La integral de Choquet promedio C%**" respecto
a m viene dada por

Cor (%1, %n) = Mapion(Cot (X1, -, %), -+ @

Co%(X1,...,Xp))
donde
Cerri (Xh ZXUJ(Z {OJ( ) )

aj(n)}) —m({o;(i+ 1), o
para todo j € {1,...,p}.

Ejemplo 6: Consideremos los siguientes intervalos que
deber ser agregados mediante la integral de Choquet: x; =
[0.1,0.9], xo = [0.3,0.5] y x3 = [0.4,0.8]. Sea m una
medida difusa dada por m({0}) = 0, m({1}) = 0.3,
m({2}) = 0.5, m({3}) = 04, m({1,2}) = m({1,3}) = 0.6
y m({2,3}) = 0.8.

Vamos a calcular la integral de Choquet respecto a todas las
permutaciones admisibles. Obsérvese que x; no es comparable
a Xo,X3 y que Xg <y, X3. Por tanto, existen 3 permutaciones
admisibles, representadas en la siguiente matriz donde el
elemento (i, 7) representa o;(j):

j(n)}))

1 2 3
2 1 3
2 31
Ahora, tenemos que
Cm (X17X23X3) [03,07}
Cm (X],X27X3) = [03,07}
C%(x1,%x2,%x3) = [0.27,0.71].

Por ultimo, calculamos la media aritmética de todos los valores
por cada permutacién admisible y tenemos que

C%ith(Xth,X:’a) = [0.29,0.703}.

Para completar el estudio, vamos a analizar algunas de
las propiedades mds importantes de esta nueva integral de
Choquet basada en permutaciones admisibles.

Proposicion 3: Son ciertas las siguientes afirmaciones: :

(i) C7™"(x,...,x)=x para todo x € L([0,1]);

() inf{xy,...,x,} <r Cf,f“h(xl,...,xn) <y
sup{xi,...,X,} para todo x1,...,x, € L([0,1]);

(i) C'™([x1,21],. .., [0, Tn]) =
[Con(x1y. .o x0), Cr(z1, -« )] para todo
T1,..., 2, € L([0,1]);

(iv) si xi,...,%x, forman una anticadena, entonces para

cualquier medida difusa m, C%(xy,...,x,) =

Marith (Xla cee 7Xn);
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(v) si  Xi,...,X, forman wuna cadena, entonces

Crith(xy, ..., %p) = Cou(X1, ..., Xp).

En [7], [16], el concepto de monotonia ha sido sustituido por
los conceptos mds generales de monotonia débil y monotonia
direccional. Utilizando estas generalizaciones de monotonia,
el concepto de preagregacion ha sido dado en [13]. Aunque la
nueva definicion de integral de Choquet que hemos definido en
este trabajo no satisface la propiedad de monotonia tradicional,
si que satisface un tipo de monotonia direccional.

Proposicion 4: La integral de Choquet basada en permuta-
cione;s admisibles es una preagregaciéon respecto al vector
=1

V. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos propuesto un nuevo mecanismo de
fusién de intervalos basado en la integral de Choquet y en el
concepto de permutacién admisible. Esta nueva definicién per-
mite solucionar algunos problemas encontrados en soluciones
anteriores, como la integral de Choquet basada en 6rdenes
admisibles.

Como lineas futuras, nuestra intencion es continuar estu-
diando las propiedades que cumple nuestra nueva definicién y
su relacién con otro tipo de agregaciones intervalo-valoradas.
Ademas, pretendemos extender esta definicion a otros reticulos
y a otro tipo de funciones de agregacién, como son los
operadores OWA o la integral de Sugeno.
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Aggregation on relaxed indistinguishability
operators based on different triangular norms
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Abstract—We consider the aggregation problem of relaxed
T;—indistinguishability operators where each member of the
collection to be merged is a relaxed indistinguishability operator
with respect to a different t-norm 7;. Thus we provide sufficient
conditions to merge a collection such an indistinguishability
operators. Moreover, we give a characterization of those functions
that allow to merge a collection of relaxed indistinguishability
operators into a new one whenever all involved t-norms are
continuos, Archimedean and strict. Namely, we characterize these
functions in terms of the additive generator of the involved t-
norms and those functions that transforms n-dimensional trian-
gular triplets of the non-negative real line into a 1-dimensional
triplet of the non-negative real line.

I. INTRODUCTION

Aggregation functions constitute an important tool in the
field of information fusion (see [4], [5], [7]). The information
can be given by means of fuzzy relations what depends
on different applications (see, for instance, [1], [13], [19],
[26], [27], [34]). Sometimes the aggregation procedure used
to take a working decision requires that the nature of the
aggregated data be preserved. In the last decades, the problem
of aggregating fuzzy relations has grown considerably among
researchers in fuzzy mathematics (see [14], [21], [22], [28],
[29], [31]). Motivated by the preceding fact, in [9], [10], we
have carried out the study of the class preservation of relaxed
T—indistinguishability operators by means of aggregation.

Let wus recall that, on account of [32], a 7T-
indistinguishability operator on a (non-empty) set X is a fuzzy
relation £ : X x X — [0, 1] satisfying for all z,y,2z € X
the following: (i) E(xz,z) = 1, (i) E(z,y) = E(y,x),
and (iii) T(E(x,y),E(y,z)) < E(x,z). In general, a T—
indistinguishability operator allows to classify objects when
a measure presents some kind of uncertainty. They are also
known as measures of similarity, in fact, the greater E(x,y)
the most similar are = and y. We assume that the reader is
familiar with the basics of t—norms (see, for instance, [22]).

In the literature, we can found several authors that have
analyzed the functions that allows to merge a collection of
indistinguishability operators into a single one (see [28], [29],
[31]). In particular, in [28] a characterization of those functions
that aggregate indistinguishability operators have been given
in terms of triangle triplets (compare [30]). Recently, the
aforementioned description of the functions that aggregates
indistinguishability operators have been extended by Mayor
and Recasens in [24], now, in terms of T-triangular triplets.

Pilar Fuster—Parra
University of Balearic Islands
Email: pilar.fuster@uib.es

Oscar Valero
University of Balearic Islands
Email: o.valero@uib.es

Inspired by [24], recent results on the aggregation of relaxed
T-indistinguishability operators have been developed in [9].
Now, let us recall that a relaxed T—indistinguishability opera-
tor on a (non—empty) set X is a fuzzy relation £ : X x X —
[0,1] verifying for all x,y,z € X the following properties: (i)
E(z,y) = E(y,z) and (i) T(E(z,y),E(y,z)) < E(z,z2).
A relaxed T-indistinguishability operator FZ on a nonempty set
X will be called a relaxed T-equality provided that it satisfies
the following additional property for any z,y,z € X: (i°)
E(r,y) = E(x,x) = E(y,y) &z =y.

There exist another measures very useful to classify objects
that are related to (relaxed) T—indistinguishability operators,
the so-called (extended) pseudo—metrics (see [12]). However,
the extended pseudo-metrics are measures of dissimilarity. In
the recent literature, different techniques to generate extended
pseudo-metrics from indistinguishability operators, and vice-
versa, have been developed (see, for example, [2], [3], [17],
(201, [22], [25], [31], [33]).

It is clear that T—indistinguishability operators are relaxed
T—indistinguishability operators. Nevertheless, the following is
an instance of relaxed and partial indistinguishability operator
that is not an indistinguishability one.

Example 1. Let X be a non—empty alphabet. Denote by >*°
the set of all finite and infinite sequences over X.. Given v €
3% denote by 1(v) the length of v. Thus 1(v) € NU {oo} for
all v € 3. Moreover, if ¥ = {v € ¥ : 1(v) € N} and
Yoo = {v € % : I(v) = o0}, then ¥*° = ¥p U Xy and
we will write v = v1v2 ... Vy(y) and w = wiwy ... whenever
v € Xp and w € X, respectively.

Next, given z,y € X, denote by l(x,y) the longest
common prefix of x and y (of course if x and y have not
a common prefix then l(x,y) = 0).

Define the fuzzy relation Ex; on X°° x ¥°° by Ex(u,v) =
1 — 271w for all u,v € £°. Then it is a simple matter to
check that Ex is a relaxed Tyin—indistinguishability operator
on X*°. In fact, it is a relaxed Tnin-equality on 3X°°. Note that
Thin denotes the minimum t-norm.

Note that Ey, is not a indistinguishability operator, since
Es(u,u) =1 u € Y.

As we have mentioned before, the study of the class
preservation of relaxed 7T'-indistinguishability operators by
means of aggregation was carried out in [9], [10]. Now we
focus our attention on the similar preservation problem when
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a collection of T;—indistinguishability operators belonging to
the aforesaid class under consideration and in such a way
that each member of the collection to be merged is a relaxed
indistinguishability operator with respect to different t-norm
T; and all of them are defined on the same set.

Thus, in this work, we provide sufficient conditions to
merge a collection of relaxed indistinguishability operators in
Section II. Concretely, we see that a dominance condition is
sufficient to guarantee that a function aggregates relaxed T;—
indistinguishability operators. Furthermore, we give a charac-
terization of those functions that allow to merge a collection of
relaxed indistinguishability operators into a new one whenever
all involved t—norms are continuos, Archimedean and strict.
Namely, we characterize these functions in terms of the
additive generator of the involved t-norms and those functions
that transforms n-dimensional triangular triplets of the positive
real line into a 1-dimensional triplet of the positive real line.
Finally, in Section III, some conclusions are given and future
work is proposed.

II. THE AGGREGATION OF RELAXED
T;—INDISTINGUISHABILITY OPERATORS

First of all we introduce the notion of relaxed T;—indistin-
guishability operator aggregation function as follows.

Definition 1. A function F : [0,1]™ — [0,1] aggregates
relaxed T;—indistinguishability operators into a relaxed T-
indistinguishability operator if F(E1, ..., Ey) is a relaxed T—
indistinguishability operators on X for any set X and any col-
lection (F1,...,E,) of relaxed Ti—indistinguishability oper-
ators on X, where F(FE, ..., E,) is the fuzzy binary relation
given by F(Ela AR En)(xvy) = F(El(x7y)v RN En(‘ra y))

Notice that Definition 1 extends the notion given in [9]. In
the light of the preceding concept we have the next result.

Proposition 1. Let T be a t-norm and let FE;,i = 1,...,n,
be a collection of relaxed T;—indistinguishability operators.
If a function F : [0,1]™ — [0,1] is increasing and sat-
isfies T(F(a), F(b)) < F(Ti(a1,b1)),...,Tn(an,by)) for
all a,b € [0,1]", then F(E1,...,E,) is a relaxed T-
indistinguishability operator.

Proof. To prove that F(Ey,...,E,) is a relaxed T-
indistinguishability operator, we only need to show the T-
transitivity condition of F'(Ey, ..., E,,) because the symmetry
follows directly from the symmetry of each FE; relaxed 7;—
indistinguishability operator.

Now, as each E; is a relaxed T;—indistinguishability op-
erator we have that T;(E;(z,y), Ei(y,2)) < E;(z,z) for

all + = 1,...,n. Since F' is an increasing function we
get F(T\(Ey(2,y), Bi(y, 2)), ., Tu(Eu(2.y), Enly, 2))) <
F(Ei(z,2),...,Ey(x, 2)).

Calling a = (E1(z,9),. .., En(z,y)),
b = (El(yaz)a”'aEn(yv'Z» and c =
(B1(z,2),..., En(z,2)) we obtain that
T(F(Ey,...,En)(x,y), F(Ey, ..., En)(y, 2)) =
T(F(El('r7y)7?En(xﬁy))vF(El(y’Z)vaEn(va))) =

( ( ) (b)) S F(Tl(a1>b1))7'"7Tn(an7bn)) —
F(T\(Ey(2,9), E1(y,2)), - -+, Ta(En(2,9), En(y, 2))) <
F(Ei(x,z),...,E,(x,z2)). Therefore, F(FE1,...,E,) is a
relaxed T'-indistinguishability operator. O

According to the previous result, it seems natural to wonder
whether the converse of Proposition 1 is true in general.
However, the next example, which was given in [9], shows that
there are relaxed T;-indistinguishability aggregation functions
that are not increasing.

Example 2. Denote by T'p the Drastic t-norm. Consider the
function F :[0,1]> — [0,1] defined by

1, a=(11)
Flay={ 0, a=(1/2,1/2)
1/2,  otherwise

for all a € [0,1)2 It is not hard to check that F aggregates
Tp—indistinguishability operators. However F' is not an in-
creasing function due to F(1/2,0) < F(0,0).

When the collection of n 4+ 1-t-norms T',T;, are such that
T <T; foralli =1,...,n, the following result can be stated.

Proposition 2. Let T be a t-norm and let F;,i = 1,...,n,
be a collection of relaxed T;—indistinguishability operators. If
T<Tforalli=1,...,n, then T(Ey,...,E,) is a relaxed
T—indistinguishability operator.

Proof. First of all we show the transitivity condition. On the
one hand, by the commutativity and associativity of T', we
have that

T(T(Er(z,y), ..., En(z,9), T(E1(y, 2), ..., En(y, 2))) =
T(T(El(x7 y)v El(y7 Z))) s 7T(E7l(xa y)) En(ya Z)))
On the other hand, the monotony of 7" and the fact that 7" < T;
provide that

T(T(E1($>y)’E1(y7Z))>"'aT(E ( )))
T(Tl(El(x7y)7E1(yvz))7"-aTn( 7( ) n(yv )))
Since T;(E;(z,y), Ei(y,2)) < Ei(z,z) foralli =1,...,n

we have that

T(Tl(El(xa y)v El(yvz))a s aTn(En(mvy)a En(yv Z))) <
T(Ei(z,2),...,E,(z,2)).

It follows that

T(T(E,...,E.)(z,y),T(E,...
T(Es,...,En)(z, 2).

This means that T(E1, ..., E,) is a T-transitive relation. As
the symmetry of this relation is always guaranteed by the
symmetry of T, we conclude that T(E1, ..., E,) is a relaxed
T'-indistinguishability operator. O

»En)(y, 2)) <

As an example, in the spirit of the above proposition, we
can choose T' = Tp and T; = Tp for all ¢+ = 1,...,n
Then, by Proposition 2, Tp(FE1,...,E,) is a relaxed Tp—
indistinguishability operator when F; is a collection of Tp—
indistinguishability operators, since Tp < T'p.
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In order to introduce the announced characterization of
those functions that merge relaxed T;—indistinguishability op-
erators, we need to recall the following notion which was
provided in [6].

Definition 2. A triplet (a,b,c) € [0,00]% is said to be (I-
dimensional) triangular if and only if a < b+c¢ b<a+c
and ¢ < a + b Being a,b,c € [0,00]", n > 1, we
say that (a,b,c) is a (n-dimensional) triangular triplet if
(ai, bi,ci) is a triangular triplet for all i = 1,...,n , where
a=(a1,...,ap), b=(b1,...,b,) and c = (c1,...,cpn).

Taking into account the preceding notion we provide the
following characterization.

Theorem 1. Ler T,Ty,...T, be strict and continuos
Archimedean t-norms. The following assertions are equiva-
lent:
1) A function F : [0,1]" — [0, 1] aggregates a collection
of n relaxed T; —indistinguishability operators E; into
a relaxed T—indistinguishability operator.
2) There exists a function G : [0, +00]™ — [0, 00| which
trasnforms n—dimensional triangular triplets into 1-
dimensional triangular triplets and satisfies

G=toFo(ty'x...xt;b),

where t and t; are additive generators of t-norms T and
T;, respectively.

Proof. (1) — (2) Let us suppose that F aggregates a
collection of relaxed T;-indistinguishability operators into a
relaxed T—indistinguishability operator. We have to prove
that G transforms n-dimensional triangular triplets into 1-
dimensional triangular triplets. To this end, assume that
(a,b,c) € [0,00]™ is a n-dimensional triplet. Define the fuzzy
relations E;, i = 1,...,n, on a non-empty set X = {x,y, z}
(of different elements) by E;(z,y) = Ei(y,z) = t; *(b;),
Ei(z,2) = Ei(z,2) = t;' (@), Ei(y,2) = Ei(z,y) =
t;(ci), Ei(z,x) = Ei(y,y) = FEi(z,2) = 1. It is not
hard to check that each F; is a relaxed T;—indistinguishability
operator, since (a, b, ¢) is a n-dimensional triplet. Next, let us
prove that (G(a), G(b),G(c)) is a 1-dimensional triangular
triplet.

Since F' aggregates the collection of relaxed 7T;—
indistinguishability operators E; into a relaxed 7T-
indistinguishability operator we have that

T(F(E1,...,Ey)(z,y), F(E,...
F(Eq,...,Ey)(z,2).

It follows that

s En)(y,2)) <

“YtoF(Ey,...,E,)(x
F(Ey,...,E,)(x,2).

Whence we deduce that

y) +to(F(E; ..., En)(y,2)) <

The fact that El(x7y) — t_l(bi), EZ‘(.Z',Z) — t_l((li) and
E;(y,z) = t~*(c;) provides that

to (F(t7 ) (br),- -ty (ba))) + o (F(t7 (er), -
to (F(ty (ar), ... .t (an)))-

Hence we conclude that G(a) < G(b) + G(c) and, thus,
that G transforms a n-dimensional triangular triplet into a 1-
dimensional triangular triplet.

(2) — (1) Assuming that G transforms n-dimensional
triangular triplets into 1-dimensional triangle triplets, we must
prove that F(FE1,...,E,) is a relaxed T-indistinguishability
operator for all collection E;, ¢ = 1,...,n, of relaxed T;-
indistinguishability operators. To this end. consider a col-
lection E;, i« = 1,...,n, of relaxed T-indistinguishability
operators on a non-empty set X. Then, for each z,y,z €
X, we set E;i(z,y) = Ei(y,x) = a; Ei(y,2) =

Ei(z,y) = b, and E;(x,2) = Ei(z,z) = ¢. Since

T(Ei(a,9), iy, 2)) < Eilw,2), Tu(Eilw,2), Ey(zy)) <

Ei(z,y) and T;(E;(y,z), Ei(z,2)) < E;(y,z) we have
that t((ll) + tl(bl) > ti(Ci), tz(bz) + tZ(CZ) >
ti(ai) and ti(ai) + ti(ci) > ti(bi) and, thus, that
(ti(a;), ti(bs),ti(¢;)) is a 1-dimensional triangle triplet.
So (t(a),t(b),t(c)) is a n-dimensional triangle triplet.
The fact that G transforms n-dimensional triangular
triplets into 1-dimensional triangle triplets provides that
(G(t(a)),G(t(b)),G(t(c))) is a 1-dimensional triangle
triplet, where t(a) = cootn(an)), tb) =
(t1(b1), ..., tn(by)) and t( (tl(cl) ytn(cn)). Thus
G(t(a)) < G(6(b))+G(t(c G(t(a)) +G(t(c))
and G(t(c)) < G(t(a))

Since G =to Fo(t

t(F(a))

nl) we have

G(t(a)) < G(t(b)) + G(t(c))
t(F (b)) + t(F(c)).

From the preceding inequality we deduce that

F(a) > t ' (t(F(b)) +t(F(c))) = T(F(b), F(c)).
Therefore we obtain that
T(F(Ela ) En)(zay)7F(Elv cee 7E )(‘Ta Z)) <
F(Eq,...,Ey)(z,y).
Similarly we can show that
T(F(Ela e 7En)(xa y)7F(E17 ey En)(y7 Z)) <
F(Eq,...,Ey)(z,2)
and
T(F(Ey,...,En)(y,x), F(E1,...,Ey)(x,2)) <
F(Ey,...,E))(y, 2).
Moreover, F(FE1,...,E,)(x,y) = F(Ei,...,E,)(y, )

due to every FE; is a relaxed 7T;—indistinguishability op-
erator. Consequently, we conclude that F' aggregates re-
laxed T;—indistinguishability operators into a relaxed T-
indistinguishability operator. O
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In order to finish the paper we recall two pertinent properties
of those functions that transforms n-dimensional triangular
triplets into 1-dimensional triangular triplets (see [6]).

Proposition 3. Consider a function G : [0, 00]" — [0, 0],
n > 1. Then:
1) If G transforms n—dimensional triangular triplets into
1-dimensional triangular triplets, then it is subadditive.
ii) If G is increasing and subadditive, then it transforms
n—dimensional triangular triplets into 1-dimensional
triangular triplets.

Taking into account Propositions 1 and 3 we can state the
next result.

Corollary 1. Ler T,Ty,...T, be strict and continuos
Archimedean t-norms (n > 1) and let F : [0,1]" — [0,1]
be an increasing function. Then the following assertions are
equivalent:

1) F [0,1] — [0,1] aggregates relaxed T;-
indistinguishability operators into a relaxed T-
indistinguishability operator.

2) The function G : [0,400]™ — [0,400] given by G =
toFo(t;' x...xt;") is subadditive.

Proof. (1) — (2) Taking into account Theorem 1 we know
that G transforms n-dimensional triangular triplets into a 1-
dimensional triangular triplet and, in addition, from Proposi-
tion 3 we can ensure that G is a subadditive function.

(2) — (1). The monotony of F' yields that G is increasing.
Proposition 3 guarantees that the function G transforms n-
dimensional triangular triplets into 1-dimensional triangular
triplet. Now, from Theorem 1, it follows that F' aggregates
relaxed T;-indistinguishability operators into a relaxed 7T-
indistinguishability operator. O

III. CONCLUSIONS

We have addressed the aggregation problem of a collection
of relaxed indistinguishability operators where each member
of the collection to be merged is a relaxed indistinguishabi-
lity operator with respect to a different t-norm. A sufficient
condition to merge a collection of the indistinguishability
operators under consideration has been given. Moreover, we
have characterized those functions that allow to merge a
collection of relaxed T;—indistinguishability operators into a
new with respecto to a new t-norm 7'. Namely, the aforesaid
characterization is provided in terms of the additive generator
of the all involved t-norms and another functions that trans-
forms a n-dimensional triangular triplet of the positive real
line into a 1-dimensional triplet of the positive real line. As
future work we will discuss whether some concrete families
of aggregation functions (OWA operators, overlap functions,
etc) could be used as relaxed T-indistinguishability operators.
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