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Abstract—In this paper the new concepts of O(f(n))-increa-
sing φ-recursive and O(f(n))-decreasing ψ-recursive computable
aggregation and expansion function are proposed to describe
the computational cost of recursive computational aggregations
when the universe of the discourse is increased or decreased are
related. The complexity costs of the expansion functions with the
complexity costs of its recursive computational aggregations.

I. INTRODUCTION

As stressed in [11], much effort is needed in analyzing the

properties of the algorithms we apply to solve aggregation

problems in practice. In fact, in [11] , the authors pointed out

that it is the avaliable algorithm what defines each aggregation,

making feasible a specific solution to each possible problem,

of course depending on decision maker’s tools and capac-

ities. Such computable aggregations come with a protocol

that enables us to face aggregation problems in a specific

general framwork. For example, when the cardinal of data

is not being fixed, or cannot be a priori fixed. In particular,

recursive aggregations [4], [5], [6], [7], [9] are a special kind

of computable aggregations that play a strong role when the

universe is modified. The computational cost is critical when

it is necessary to process a huge amount of data.

When recursive aggregations are used it is necessary to

know the cost to recompute the new value of the aggrega-

tion if the universe is changed adding or removing data. In

this paper, two new concepts are proposed to describe the

computational cost of recursive computational aggregations

when the universe of the discourse is modified by adding

or removing an element. On the one hand, the O(f(n))-
increasing φ-recursive computable aggregations is a set of

recursive computable aggregations that have a computational

cost bounded by f(n) when an element is added to the

universe. The expansion function of a computable recursive

aggregation allows to know its computational cost. On the

other hand, the O(f(n))-decreasing ψ-recursive computable

aggregations are defined in similar way when an element is

removed from the universe.

II. PRELIMINARIES

The concept of computational complexity cost of an algo-

rithm is an important consideration in computer sciences as

a degree to measure the quality and usability of programs. It

can be measured in terms of time or memory usage, but it is

usually measured in terms of number of operations, and how

this number grows as the size of data grows comparing with

a function or order in which adding constants, multipliers or

lower order functions do no affect the main kind of growing

of the higher order.

Definition 1. [3] Let f : N → R be a function. The set of

functions in the order of f , O(f), are defined as follows:

O(f) ≡ {g : N → R | ∃c ∈ R, n0 ∈ N ∀n ≥ n0
g(n) ≤ cf(n)}

The order of f contains all the functions that grows up slower

than f .

Definition 2. [3] Let f : N → R be a function. The

computational complexity of f , Θ(f), is defined as follows:

Θ(f) ≡ {g : N → R | ∃c, d ∈ R, n0 ∈ N ∀n ≥ n0

df(n) ≤ g(n) ≤ cf(n)}

Definition 3. [3] Let f, g : N → R be two functions. It is said

f has a complexity lower than g if O(f) ⊂ O(g)

Proposition 1. [3] Let q, a be two real numbers such that

q > 1 and a > 1. Then:

O(1) ⊂ O(log(n)) ⊂ O(n) ⊂ O(nq) ⊂ O(an) ⊂ O(n!)

In the following definition the most usual types of complex-

ity are introduced.

Definition 4. [3] Let g : N → R
+ be a function. Then:

• g has constant complexity if g belongs to Θ(1), i.e, if g
grows up as fast as f(n) = 1.

• g has logarithmic complexity if g belongs to Θ(log(n)),
i.e, if g grows up as fast as f(n) = log(n).

• g has linear complexity if g belongs to Θ(n), i.e, if g
grows up as fast as f(n) = n.

• g has polynomial complexity if g belongs to Θ(nq) for

some q > 1, i.e, if g grows up as fast as f(n) = nq .

• g has exponential complexity if g belongs to Θ(an) for

some a > 1, i.e, if g grows up as fast as f(n) = an.
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• g has factorial complexity if g belongs to Θ(n!), i.e, if g
grows up as fast as f(n) = n!.

Definition 5. [3] The computational complexity cost of an

algorithm is the order of the function that gives the computing

time of the algorithm.

It is possible a definition of computational complexity

cost focusing on the number of operations to complete the

algorithm:

Definition 6. [3] The computational complexity cost of an

algorithm is the order of the function that gives a bound for

the number of operations of the algorithm.

Definition 7. [1] A L list is an Abstract Data Type (ADT)

that represents a sequence of values. A list can be defined by

its behavior and its implementation must provide at least the

following operations:

• Test whether a list is empty or not.

• Add a value.

• Remove a value.

• Compute the length (number of values) of a list.

A list can be defined under a template data. For example, a

list L < [0, 1] > is a list of values in [0, 1].

Talking about complexity of algorithms implies to show the

code of them. There are a lot of programming languages (C++,

Python, Java,...). Python is a easy to understand programming

language. Even if you do not know Python, you can understand

a program written in Python. That is the reason why the

programs are written in Python in this paper. All programs here

showed can be rewritten in any other programming language.

Definition 8. [5] A left-recursive connective rule is a family

of connective operators:

(Ag : [0, 1]n → [0, 1])n>1

such that there exists a sequence of binary operators:

(Ln : [0, 1]2 → [0, 1])n>1

verifying:

• Ag(a1, a2) = L2(a1, a2)
• Ag(a1 . . . , an) = Ln(Ag(a1, . . . , an−1), an) for all n >

2

for some ordering rule π.

In similar way a right-recursive connective rule can be

defined.

A right-recursive connective and left-recursive connective

rule is called recursive connective rule.

Definition 9. [2] An aggregation operator is a mapping Ag :
[0, 1]n → [0, 1] that satisfies:

1) Ag(0, 0..., 0) = 0 and Ag(1, 1, .., 1) = 1.

2) Ag is monotonic.

There exists some other proposals to fusion information

as the pre-aggreation functions that introduce the concept

of directional monotonicity and have been useful in some

applications.

Definition 10. [10] A mapping F : [0, 1]n → [0, 1] is a n-

dimensional pre-aggregation function if it satisfies:

• There exists a real vector r ∈ [0, 1]n with r 6= 0 such

that is r-growing.

• F (0, . . . , 0 = 0) and F (1, . . . , 1 = 1).

Next definition shows a wider point of view about aggre-

gation. It is possible to extend the domain of aggregations to

lists of elements L with generic types T . For example, T can

be an image and the aggregation that process it can make the

fussion of images.

In this paper of article, we will focus on the aggregations

that can be computed using a program and the cost of

computation of these aggregations.

Definition 11. [11] Let L < T > be a list of n elements of

type T . A computable aggregation Agc is a program P that

transforms the list L < T > into an element of T .

Definition 12. [8] Let L = {x1, . . . , xn} be a list of values.

A computable aggregation rule Agc is recursive if there exists

a mapping φ : [0, 1]2 → [0, 1] such that:

Agc(L) =

{

x1, if lenght(L) = 1;

φ(Agc(x1, ..., xn−1), xn), if lenght(L) > 1.

Definition 13. [8] A computation aggregation rule is expan-

sible if there exists a mapping φ : [0, 1]2 → [0, 1] satisfying

the following property:

Agc(L1 ∪ L2) = φ(Agc(L1), Agc(L2))

where φ is an algorithm with linear or lower computational

complexity cost.

Note. Let Comp, Rec and Exp be the computable aggre-

gations, the recursive aggregations and the expansible aggre-

gations respectively. Then:

Exp ⊂ Rec ⊂ Comp

Talking about complexity of algorithms implies to show the

code of algorithms that implement them. There are a lot of

programming languages (C++, Python, Java,...). Python is a

easy to understand programming language. Even if you do not

know Python, you can understand a program written in Python.

That is the reason why the programs are written in Python in

this paper. All programs here showed can be rewritten in any

other programming language.

III. INCREASING φ-RECURSIVE COMPUTABLE

AGGREGATIONS RULES

Let L = {x1, . . . , xn} be a list of values and n its length.

Definition 14. A computable aggregation rule Agc is

O(f(n))-increasing φ-recursive if there exists a mapping

φ : [0, 1]2 × L→ [0, 1] such that:

• Agc(L) =

{

x1, if n = 1;

φ(Agc(x1, ..., xn−1)), xn, {x1, . . . , xn−1}), if n > 1.

• φ has a O(f(n)) complexity cost.
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Definition 15. A O(f(n))-increasing φ-recursive computable

aggregation rule Agc is non depending of length L if there

exists a mapping φ : [0, 1]2 → [0, 1] such that:

• Agc(L) =

{

x1, if n = 1;

φ(Agc(x1, ..., xn−1)), xn), if n > 1.
• φ has a O(f(n)) complexity cost.

Next lemmas relate types of increasing φ-recursive com-

putable aggregations with recursive computable aggregations

and explansible computable aggregations given in Definition

12 and Definition 13.

The next two lemmas are trivial:

Lemma 1. A recursive computable aggregation is O(f(n))-
increasing φ-recursive for some f(n).

Lemma 2. If Agc is an explansible computable aggregation,

then Agc is a O(n)-increasing φ-recursive computable aggre-

gation.

The following lemmas show some O(n)-increasing φ-

recursive computable aggregations.

Lemma 3. Arithmetic mean is a O(1)-increasing φ-recursive

computable aggregation.

Proof. Agc(x1, . . . , xn+1) =

= 1
n+1

∑n+1
i=1 xi = 1

n+1 (
∑n

i=1 xi + xn+1) =
n

n+1

∑n

i=1 xi +
n

n+1xn+1 = n
n+1Agc(x1, . . . , xn)+

n
n+1xn+1

So φ(x, y, n) = n
n+1x+ 1

n+1y.

The next two programs compute φ(x, y, {x1, . . . , xn})
when n (length of {x1, . . . , xn}) is known and when n is

not known:

• n is known:

def p h i ( x , y , n ) :

re turn ( n∗x+y ) / ( n +1)

So φ is O(1) complexity.

• n is unknown:

def p h i ( x , y , l ) :

n= l e n ( l )

re turn ( n∗x+y ) / ( n +1)

Then, it is O(n) complexity to compute length(l).

Lemma 4. The Product computable aggregation is a O(1)-
increasing φ-recursive computable aggregation.

Proof. Agc(x1, . . . , xn+1) =

=
∏n+1

i=1 xi = xn+1 ∗
∏n

i=1 xi

So φ(x, y) = x∗y, which have a O(1) constant complexity

cost.

The next program computes φ(x, y):

def p h i ( x , y ) :

re turn x∗y

So φ is O(1) complexity.

Lemma 5. Bounded sum (min{1,
∑n

i=1 xi}) is a O(1)-
increasing φ-recursive computable aggregations.

Proof. There exist three cases:

1) If Agc(x1, . . . , xn) = 1, then Agc(x1, . . . , xn+1) = 1
2) If Agc(x1, . . . , xn) < 1 and Agc(x1, . . . , xn) + xn+1 ≥

1, then Agc(x1, . . . , xn+1) = 1
3) If Agc(x1, . . . , xn) + xn+1 < 1, then

Agc(x1, . . . , xn+1) = Agc(x1, . . . , xn) + xn+1

The next program computes φ(x, y):

def p h i ( x , y ) :

i f x ==1:

r e s =1

e l s e :

i f x+y>=1:

r e s =1

e l s e :

r e s x+y

re turn r e s

with O(1) constant complexity cost.

Lemma 6. Geometric mean is a O(1)-increasing φ-recursive

computable aggregations if n is known.

Proof. Agc(x1, . . . , xn+1) =

= (
∏n+1

i=1 xi)
1

n+1 = (xn
∏n

i=1 xi)
1

n+1 =

(xn)
1

n+1 (
∏n

i=1 xi)
1

n+1 = (xn)
1

n+1 ((
∏n

i=1 xi)
1
n )

n

n+1

= (xn)
1

n+1Agc(x1, . . . , xn))
n

n+1

So φ(x, y) = x
n

n+1 ∗ y
1

n+1 .

The two next programs compute φ(x, y, {x1, . . . , xn}) de-

pending if n (length of {x1, . . . , xn}) is known or not:

• n is known:

def p h i ( x , y , n ) :

re turn r e s x∗∗(n / ( n +1) )∗ y∗∗(n / ( n + 1 ) )

So φ is O(1) complexity.

• n is unknown:

def p h i ( x , y , l ) :

n= l e n ( l )

re turn r e s x∗∗(n / ( n +1) )∗ y∗∗(n / ( n + 1 ) )

So φ is O(n) complexity cost.

Lemma 7. The forward and backward aggregations (Agfcn
and Agbcn) over the binary operator A are O(c(x, y))-
increasing φ-recursive computable aggregations.

Proof. Let A(x, y) be a binary operator and let c(x, y) be its

complexity.

Agfn+1({x1, . . . , xn+1}) = A(Agfcn({x1, . . . , xn}, xn+1).
Then φ(x, y) = A(x, y) and φ(x, y) is computed with

O(c(x, y)). So Agfcn is a O(c(x, y))-increasing φ-recursive

computable aggregation.

In similar way it is possible to prove Agbcn is a O(c(x, y))-
increasing φ-recursive computable aggregation.

Corollary 1. Minimum, Maximum, Product, Forward and

Backward aggregations are non depending of length increas-

ing φ-recursive computable aggregations.
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Aggregation φ Complexity of φ

Arithmetic mean n
n+1

x+ 1

n+1
y O(1),O(n)

Minimum min{x, y} O(1)
Maximum max{x, y} O(1)

Product x ∗ y O(1)
Bounded sum See program O(1)

Geometric mean x
n

n+1 ∗ y
1

n+1 O(1),O(n)

Agfcn({x1, . . . , xn}) A(x, y) O(c(x, y))

Agbcn({x1, . . . , xn}) A(x, y) O(c(x, y))
TABLE I

EXPANSION FUNCTIONS COMPLEXITY COST OF SOME INCREASING

φ-RECURSIVE COMPUTABLE AGGREGATIONS.

Proof. Trivial.

Lemma 8. Let Ag
O(f(n))
c and Ag

O(g(n))
c be the sets of

O(f(n))-increasing φ-recursive and O(g(n))-increasing φ-

recursive computable aggregations respectively. If f(n) be-

longs to O(g(n)), then

AgO(f(n))
c ⊆ AgO(g(n))

c

Proof. Trivial.

Theorem 1. Let φ be the expansion function of Agc. If the

complexity of φ is Θ(f(n)) then Agc is approachable with

complexity Θ(n ∗ f(n)).

Proof. Let f(n) be the function that represents the computing

time of φ. The next algorithm computes Agc(x1, . . . , xn)
using φ:

def p h i ( y , x ) :

. . .

def Ag c ( p s i , l ) :

f o r x in l :

aux= p h i ( aux , x )

re turn aux

The number of times that the code of the loop for is

executed depends on the length of list l, n. So Agc takes

a computing time n ∗ f(n).

Corollary 2. If φ has a polynomial complexity cost, then Agc
has a polynomial complexity cost.

Proof. If φ has a polynomial complexity its computing time

is f(n) = k ∗ na for some a. Then, due to Theorem 1 the

computing time for Agc using φ is k′ ∗ n ∗ k ∗ na = k′′na+1.

So the computing time of Agc belongs to Θ(na+1) which is

also polynomial complexity cost.

IV. DECREASING ψ-RECURSIVE COMPUTABLE

AGGREGATIONS RULES

Let Ω be a region in R
2 such that Ω ⊆ R

2.

Definition 16. Let L = {x1, . . . , xn} be a list of values. A

computable aggregation rule Agc is O(f(n))-decreasing ψ-

recursive in Ω if there exists a mapping ψ : [0, 1]2 → [0, 1]
such that:

• For all (x, y) in Ω: Agc(L \ {xn}) =
ψ(Agc(x1, ..., xn)), xn) if lenght(L) > 1

• ψ has a O(f(n)) complexity cost.

Lemma 9. Arithmetic mean is a O(1)-decreasing ψ-recursive

computable aggregation.

Proof. Agc(x1, . . . , xn) =

= 1
n

∑n

i=1 xi = = 1
n
(
∑n−1

i=1 xi + xn) =
1
n

∑n−1
i=1 xi +

1
n
∗ xn = n−1

n
Agc(x1, . . . , xn−1) +

1
n
∗ xn

So Agc(x1, . . . , xn−1) =
n

n−1 (Agc(x1, . . . , xn) −
1

n−1xn)

and ψ(x, y, n) = n
n−1x+ 1

n−1y in Ω = R
2.

The next program compute ψ(x, y, {x1, . . . , xn}) depend-

ing if n (length of {x1, . . . , xn}) is known or not:

• n is known:

def p h i ( x , y , n ) :

re turn n / ( n−1)∗x−1/(n−1)y

So ψ is O(1) complexity.

• n is unknown:

def p h i ( x , y , l ) :

n= l e n ( l )

re turn n / ( n−1)∗x−1/(n−1)y

So ψ has O(n) complexity for the computation of

length(L).

Lemma 10. Minimum and Maximum are O(1)-decreasing ψ-

recursive computable aggregations.

Proof. If min{x1, . . . , xn} < xn, then min{x1, . . . , xn−1} =
min{x1, . . . , xn} and Agc(x1, . . . , xn−1) = Agc(x1, . . . , xn).
So Ω : {(x, y) : x < y}

The next program computes ψ(x, y):

def p s i ( x , y ) :

re turn x

The complexity of ψ(x, y, l) is O(1) in Ω.

Similar considerations can be done for Maximun.

Lemma 11. Product is a O(1)-decreasing ψ-recursive com-

putable aggregation.

Proof. Agc(x1, . . . , xn) =

=
∏n

i=1 xi = xn ∗
∏n−1

i=1 xi
So Agc(x1, . . . , xn) = xn ∗Agc(x1, . . . , xn−1) and ψ(x, y) =
x/y.

The next program computes ψ(x, y):

def p s i ( x , y ) :

re turn x / y

So ψ has O(1) constant complexity cost.

Lemma 12. Geometric mean is a O(1)-decreasing ψ-

recursive computable aggregations if n is known.

Proof. Agc(x1, . . . , xn−1) =

= (
∏n−1

i=1 xi)
1

n−1 = xn

xn

((
∏n−1

i=1 xi)
1

n−1 )
n

n =
1
xn

((
∏n

i=1 xi)
1
n )

n

n−1 = 1
xn

Agc(x1, ..., xn)
n

n−1

So ψ(x, y, n) = 1
y
x

n

n−1

The next program computes ψ(x, y, n):
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191

Aggregation ψ Complexity of ψ Ω

Arithmetic mean n
n−1

x+ 1

n−1
y O(1),O(n) R

2

Product x/y O(1) R
2

Geometric mean 1

y
x

n

n−1 O(1),O(n) R
2

Minimum x O(1) x < y
Maximum x O(1) x > y

Bounded sum x− y O(1) x < 1
TABLE II

EXPANSION FUNCTIONS COMPLEXITY COST OF SOME DECREASING

ψ-RECURSIVE COMPUTABLE AGGREGATIONS.

def p h i ( x , y , n ) :

re turn r e s x∗∗(n / ( n−1)) / y

So ψ has O(1) constant complexity cost if n is known.

Lemma 13. Bounded sum (min{1,
∑n

i=1 xi}) is a O(1)-
decreasing ψ-recursive computable aggregations.

Proof. If Agc(x1, . . . , xn) < 1, then Agc(x1, . . . , xn−1) =
Agc(x1, . . . , xn)− xn. So Ω : {(x, y) : x < 1}

The next program computes ψ(x, y):

def p h i ( x , y ) :

i f x<1:

r e s =x−y

re turn r e s

So ψ has O(1) constant complexity cost.

Lemma 14. Let AgcO(f(n)) and AgcO(g(n)) be the sets of

O(f(n))-decreasing ψ-recursive and O(g(n))-decreasing ψ-

recursive computable aggregations respectively. If f(n) be-

longs to O(g(n)), then

AgcO(f(n)) ⊆ AgcO(g(n))

Proof. Trivial.

V. CONCLUSIONS

The main goal in this paper is to study the behaviour of com-

putable recursive aggregations when the universe of discourse

is changed. It is possible to classify computable recursive

aggregations by the complexity of their expansion and the

reduction function complexity cost. Moreover, it is found a

relation between the complexity of a computable recursive

aggregation and its expansion function cost complexity.
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Resumen—Se proporcionan dos caracterizaciones geométricas
de las relaciones borrosas reflexivas y simétricas definidas posi-
tivas basadas en la inmersión isométrica de sus pseudodistancias
naturalmente asociadas respecto a las t-normas arquimedianas
continuas con generadores aditivos t(x) = arccosx y t(x) =

√
1− x.

Dada la importancia de la t-norma Tarccosx con generador
aditivo t(x) = arccosx en estas caracterizaciones, también se
caracterizará dicha t-norma.

Palabras clave: t-norma, t-norma arquimediana continua,
generador aditivo, relación de T -indistinguibilidad, distancia,
matriz definida positiva, determinante de Cayley-Menger.

I. INTRODUCCIÓN

En el volumen 157 de la revista Fuzzy Sets and Systems
aparecen publicados dos artículos ( [8], [13]) que estudian
la relación entre la propiedad de ser definida positiva y la
transitividad de una relación borrosa reflexiva y simétrica
desde dos puntos de vista diferentes. En [13] el interés está
en el estudio de medidas de similitud usualmente usadas en,
por ejemplo, química combinatoria mientras que en [8] el
foco está puesto en la caracterización de kernels (ver también
[9]). Uno de los resultados más importantes compartidos
por ambos artículos es que una relación borrosa reflexiva y
simétrica es tres-definida semipositiva (ver Definición III.2)
si, y sólo si, es Tarccos-transitiva (es decir, una relación de
Tarccos-indistinguibildad) donde Tarccos es la t-norma arquime-
diana continua con generador aditivo t(x) = arccosx. En [13]
también se analiza la relación entre ser definida positiva y la
t-norma con generador aditivo t(x) =

√
1− x. La transitividad

respecto a esta t-norma también se considera en el estudio de
particiones borrosas en otro artículo del mismo volumen de
Fuzzy Sets and Systems [4]. Más tarde, también en esta revista,
[3] insiste en considerar el problema abierto de caracterizar las
relaciones borrosas reflexivas y simétricas definidas positivas.
Es, en efecto, un problema interesante y el presente trabajo

proporciona dos caracterizaciones geométricas de dichas rela-
ciones. Tras una sección de cuestiones preliminares, la sección
III estudia y caracteriza la importante t-norma arquimediana
continua Tarccos con generador aditivo t(x) = arccosx al rela-
cionarlo con la anulación del determinante de relaciones de
T -indistinguibilidad unidimensionales (ver Definición III.5).
Los resultados de la sección IV proporcionan caracterizaciones
de una relación borrosa reflexiva y simétrica definida positiva
A basadas en la inmersión isométrica de pseudodistancias
asociadas a A (Proposición II.9) mediante T√1−x y Tarccos en
un espacio euclídeo y en una hiperesfera.

II. PRELIMINARES

Esta sección contiene las definiciones y propiedades bási-
cas relativas a t-normas, relaciones de T -indistinguibilidad y
matrices definidas positivas que se necesitarán a lo largo del
trabajo. Empecemos recordando la caracterización de las t-
normas arquimedianas continuas por sus generadores aditivos.

Proposición II.1. [7] Una t-norma T es arquimediana con-

tinua si, y sólo si, existe una función t : [0,1]→ [0,∞] decre-
ciente y continua con t(1) = 0 tal que para todo x,y ∈ [0,1]

T (x,y) = t [−1](t(x)+ t(y))

donde t [−1] es la pseudo inversa de t definida por

t [−1](x) =

{

t−1(x) si x ∈ [0, t(0)]
0 en caso contrario.

T es estricta si t(0) = ∞ y no estricta en caso contrario. t

se denomina un generador aditivo de T y dos generadores

aditivos de la misma t-norma difieren sólo en una constante

multiplicativa positiva.

A partir de una t-norma continua por la izquierda se puede
definir su residuación y birresiduación. Si la t-norma se usa
para modelizar la conjunción lógica, entonces su residuación
y birresiduación representan la implicación y biimplicación
lógicas respectivamente.

Definición II.2. [7] Sea T una t-norma continua por la

izquierda.

La residuación
−→
T de T es la aplicación

−→
T : [0,1]×

[0,1]→ [0,1] definida para todo x,y ∈ [0,1] por
−→
T (x,y) = sup{α ∈ [0,1] | T (x,α)≤ y}.

La birresiduación
←→
T de T es la aplicación

←→
T : [0,1]×

[0,1]→ [0,1] definida para todo x,y ∈ [0,1] por
←→
T (x,y) = mı́n(

−→
T (x,y),

−→
T (y,x)).

Proposición II.3. [7] Sea T una t-norma arquimediana con-

tinua y t un generador aditivo de T . Entonces para todo

x,y ∈ [0,1]

−→
T (x,y) = t [−1](t(y)− t(x)).

←→
T (x,y) = t−1(|t(x)− t(y)|).
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Necesitaremos el siguiente resultado que afirma que una
t-norma continua por la izquierda puede recuperarse de su
residuación.

Proposición II.4. [1] Una t-norma es continua por la izquier-

da si, y sólo si, inf{α ∈ [0,1] |−→T (x,α) ≥ y} = T (x,y) para

todo x,y ∈ [0,1].

Gracias a esta proposición, una t-norma continua por la
izquierda puede recuperarse a partir de su residuación y por
tanto la t-norma está caracterizado por ella. No es el caso
cuando T no es continua por la izquierda tal como muestra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo II.5. [1] Consideremos las dos t-normas (no conti-

nuas por la izquierda) T1 y T2 definidas por

T1(x,y) =

{

0 si (x,y) ∈ [0, 12 ]× [0, 12 ]
mı́n(x,y) en caso contrario

T2(x,y) =

{

T1(x,y) si (x,y) 6= ( 12 ,
1
2 )

1
2 si (x,y) = ( 12 ,

1
2 ).

T1 6= T2 pero
−→
T 1 =

−→
T 2.

Las relaciones de indistinguibilidad son uno de los tipos
de relaciones borrosas más importantes porque borrosifican
les conceptos de equivalencia e igualdad. Han sido estudiadas
extensivamente tanto desde el punto de vista teórico como
aplicado. En [10] el lector puede hallar un panorama general
de dichas relaciones.

Definición II.6. [10], [15] Sea T una t-norma y X un

conjunto. Una relación borrosa E en X es una relación de

T -indistinguibilidad si, y sólo si, para todo x,y,z ∈ X

E(x,x) = 1 (Reflexividad)

E(x,y) = E(y,x) (Simetría)

T (E(x,y),E(y,z))≤ E(x,z) (T -transitividad).

Si E(x,y) = 1 si, y sólo si, x= y, entonces se dice que E separa

puntos.

Definición II.7. Una relación borrosa reflexiva y simétrica E

en X se llama un relación de proximidad o de tolerancia.

Las relaciones de indistinguibilidad están relacionadas con
distancias desde diferentes puntos de vista. Uno que se ne-
cesitará en la sección IV es el resultado enunciado en la
Proposición II.9.

Definición II.8. Sea X un conjunto. Una aplicación d : X ×
X → [0,∞] es una pseudodistancia o pseudométrica si, y sólo

si, para todo x,y,z ∈ X

d(x,x) = 0
d(x,y) = d(y,x)
d(x,y)+d(y,z))≥ d(x,z)

Si d(x,y) = 0 si, y sólo si, x = y, entonces d es una distancia

o métrica en X.

Proposición II.9. [14] Sea T una t-norma arquimediana

continua, t un generador aditivo de T y X un conjunto. Una re-

lación borrosa E en X es una relación de T-indistinguibilidad

si, y sólo si, t(E) es una pseudodistancia en X. E separa

puntos si, y sólo si, t(E) es una distancia.

Recordemos finalmente la definición de matriz definida
positiva.

Definición II.10. Una matriz real A simétrica n×n es definida
positiva si ~utA~u> 0 para todo vector no nulo ~u∈R

n y definida

semipositiva si ~utA~u≥ 0.

Hay muchas caracterizaciones de las matrices definidas
positivas. La siguiente proposición recuerda un par de ellas.

Proposición II.11. Sea A una matriz real simétrica n×n. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes.

A es definida definida positiva.

Todos los valores propios de A son positivos.

Todos los menores principales de A son positivos, donde

el k-ésimo menor principal de A es el determinante de

su submatriz compuesta por sus k primeras filas y k

primeras columnas.

III. CARACTERIZACIÓN DE Tarccos

Tal como se mencionó en la sección introductoria, la t-
norma arquimediana continua Tarccos con generador aditivo
t(x) = arccosx desempeña un papel importante en la carac-
terización de las relaciones borrosas definidas semipositivas.
Por ejemplo, una relación borrosa reflexiva y simétrica es
tres definida positiva (Definición III.2) si, y sólo si, es una
relación de Tarccos-indistinguibilidad. Esto hace especial a esta
t-norma y merece la pena estudiarla con detalle. Además,
en la subsección IV.1, Tarccos se usará para caracterizar geo-
métricamente las relaciones borrosas reflexivas y simétricas
definidas positivas. En esta sección se dará una caracterización
de esta t-norma a partir de relaciones de indistinguibilidad
unidimensionales (ver Definición III.5).
La siguiente proposición describe explícitamente la t-norma

Tarccos y sus residuación y birresiduación.

Proposición III.1. Para todo x,y ∈ [0,1],

Tarccos(x,y) = máx(cos(arccosx+ arccosy),0)

= máx(xy−
√

1− x2
√

1− y2,0)

−→
T arccos(x,y) = cos(máx(0,arccosy− arccosx))

=

{

1 si x≤ y

xy+
√
1− x2

√

1− y2 si x > y.

←→
T arccos(x,y) = cos(|arccosx− arccosy|)

= cos(arccosx− arccosy)

= xy+
√

1− x2
√

1− y2.

Definición III.2. [13] Una relación borrosa A reflexiva y

simétrica en un conjunto X = {x1,x2, ...,xn} de cardinal n> 2
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es tres-definida semipositiva si para todo 0 ≤ i, j,k ≤ n,

i 6= j 6= k 6= i la submatriz de A





1 ai j aik
ai j 1 a jk

aik a jk 1





es definida semipositiva, donde A(xi,x j) = ai j.

En [8], [13] se da la siguiente caracterización de las rela-
ciones de tolerancia tres-definidas semipositivas.

Proposición III.3. [8], [13] Una relación borrosa A reflexiva

y simétrica en un conjunto X es tres definida semipositiva si,

Y sólo si, es Tarccos-transitiva (i.e.: es una relación de Tarccos-

indistinguibilidad).

La proposición anterior tiene esta bonita interpretación
geométrica.

Si A= (ai j)i, j=1,2,3 es una matriz 3×3 definida positiva,
entonces es la matriz de un producto escalar < ·, · >
y se pueden hallar tres vectores ~u1, ~u2, ~u3 linealmente
independientes con ai j =< ~ui, ~u j >. aii = 1 significa qhe
estos vectores son unitarios y el ángulo determinado por
~ui y ~u j es por tanto arccosai j. La Proposición III.3 dice
que para que estos vectores existan estos ángulos deben
verificar la desigualdad triangular; en otras palabras, la
suma de dos de ellos debe ser mayor o igual que el otro.
Se puede obtener otra interpretación geométrica teniendo
en cuenta que arccosai j también es la longitud del arco
que une los extremos de los vectores ~ui y ~u j con sus
orígenes en el origen de coordenadas en la esfera de
centro el origen de coordenadas y radio 1. Así la matriz
A es tres-definida semipositiva si, y sólo si, las longitudes
de los tres ángulos satisfacen la desigualdad triangular.
Esto se generalizará en la subsección IV.2.

La siguiente proposición presenta la forma más natural de
generar una relación de T -indistinguibilidad a partir de un
subconjunto borroso de un universo X . Generaliza (borrosifica)
el hecho de que, en el caso crisp, un subconjunto (crisp) A⊆X

particiona X en dos partes: A y su complementario X−A.

Proposición III.4. [10], [14] Sea µ un subconjunto borroso

de X y T una t-norma continua por la izquierda. La relación

borrosa Eµ de X definida para todo x,y ∈ X por

Eµ(x,y) =
←→
T (µ(x),µ(y))

es una relación de T -indistinguibilidad.

Definición III.5. [5], [10] Una relación de T -indistinguibili-

dad de X de la forma Eµ para algún subconjunto borroso µ

de X se llama unidimensional.

Lema III.6. Sea T una t-norma arquimediana continua no

estricta, t un generador aditivo de T y µ un subconjunto

borroso de un conjunto X de cardinal finito. Entonces existe

un subconjunto borroso ν normalizado tal que Eµ = Eν .

Demostración. Considérese k = máx{−t(µ(x)) | x ∈ X} y ν

definido para todo x ∈ X por

ν(x) = t−1(t(µ(x))+ k).

ν es normalizado: Sea x0 ∈ X tal que k = −t(µ(x0)).
Entonces ν(x0) = t−1(t(µ(x0))− t(µ(x0)) = t−1(0) = 1.
Eν = Eµ :

Eν(x,y)

= t−1(|t(t−1(t(µ(x))+ k))− t(t−1(t(µ(y))+ k))|)
= t−1(|t(µ(x))− t(µ(y))|) = Eµ(x,y).

Lema III.7. Sea T una t-norma continua por la izquierda, X

un conjunto de cardinal finito y µ un subconjunto borroso de

X constante. Entonces Eµ(x,y) = 1 para todo x,y ∈ X y por

consiguiente el rango de Eµ es 1 (rg(Eµ) = 1).

Demostración. Trivial.

La siguiente proposición caracteriza la t-norma Tarccos como
la única para la cual det(Eµ) = 0 para todo subconjunto
borroso de un conjunto de cardinal 3.

Proposición III.8. Sea X = {x1,x2,x3} un conjunto de cardi-

nal 3 y T una t-norma continua por la izquierda. det(Eµ) = 0
para todo subconjunto borroso µ de X si, y sólo si T = Tarccos.

Demostración. Gracias al lema anterior podemos considerar
que el subconjunto µ de X está normalizado y, sin pérdida
de generalidad, de la forma µ = (1,x,y) con x,y ∈ [0,1] y
1≥ x≥ y. Entonces,

Eµ =





1 x y

x 1
←→
T (x,y)

y
←→
T (x,y) 1





=





1 x y

x 1
−→
T (x,y)

y
−→
T (x,y) 1



 .

det(Eµ) = 1+2xy
−→
T (x,y)−x2−y2− (

−→
T (x,y))2 = 0 si, y sólo

si,
−→
T (x,y) = xy+

√
1− x2

√

1− y2.
Siendo esto cierto para todo x,y∈ [0,1] con x≥ y, y gracias

a la Proposición II.4 se tiene que T = Tarccos.

Otro forma de expresar este resultado es la siguiente pro-
posición.

Proposición III.9. Sea X = {x1,x2,x3} un conjunto de cardi-

nal 3 y T una t-norma continua por la izquierda. rg(Eµ) = 2
para todo subconjunto borroso µ de X no constante si, y sólo

si T = Tarccos.

El siguiente resultado generaliza la proposición anterior en
una dirección.

Proposición III.10. Sea X = {x1,x2, ...,xn} un conjunto finito

de cardinal n≥ 2, µ un subconjunto borroso no constante de

X y Eµ la relación de Tarccos-indistinguibilidad unidimensional

de X generada por µ . Entonces rg(Eµ) = 2.
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Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos asumir
que µ = (1,a2,a3, ...,an) con 1≥ a2≥ a3,≥ ...≥ an y podemos
escribir µ = (1,cosb2,cosb3, ...,cosbn). Dado que µ es no
constante, an 6= 1 y por tanto cosbn 6= 1 y sinbn 6= 0. Entonces

rg(Eµ) = rg

















1 a2 a3 ... an

a2 1
−→
T (a2,a3) ...

−→
T (a2,an)

a3
−→
T (a2,a3) 1 ...

−→
T (a3,an)

...
...

...
. . .

...
an
−→
T (a2,an)

−→
T (a3,an) . . . 1

















=

rg















1 cosb2 cosb3 ... cosbn
cosb2 1 cos(b3−b2) ... cos(bn−b2)
cosb3 cos(b3−b2) 1 ... cos(bn−b3)

...
...

...
. . .

...
cosbn cos(bn−b2) cos(bn−b3) ... 1















.

Restando a la i-ésima columna, i > 1, la primera multiplicada
por cosbi se obtiene que el rango es

rg















1 0 0 ... 0
cosb2 1− cos2 b2 sinb3 sinb2 ... sinbn sinb2
cosb3 sinb3 sinb2 1− cos2 b3 ... sinbn sinb3

...
...

...
. . .

...
cosbn sinbn sinb2 sinbn sinb3 ... 1− cos2 bn















=

1+ rg











1− cos2 b2 sinb3 sinb2 ... sinbn sinb2
sinb3 sinb2 1− cos2 b3 ... sinbn sinb3

...
...

. . .
...

sinbn sinb2 sinbn sinb3 ... 1− cos2 bn











=

1+ rg











sin2 b2 sinb3 sinb2 ... sinbn sinb2
sinb3 sinb2 sin2 b3 ... sinbn sinb3

...
...

. . .
...

sinbn sinb2 sinbn sinb3 ... sin2 bn











Restando a la i-ésima columna, i < n, la última multiplicada
por sinbi

sinbn
(recuérdese que sinbn 6= 0) se obtiene que el rango

de Eµ es

1+ rg











0 0 ... sinbn sinb2
0 0 ... sinbn sinb3
...

...
. . .

...
0 0 ... sin2 bn











= 2.

Como corolario se obtiene la siguiente caracterización de la
t-norma Tarccos.

Proposición III.11. Sea T una t-norma continua por la

izquierda y X un conjunto finito de cardinal n> 2. T = Tarccos
si, y sólo si, rg(Eµ) = 2 para todo subconjunto borroso µ no

constante de X.

Demostración.

⇒) Proposición III.10.

⇐) Consideremos una t-norma T diferente de Tarccos y µ un
subconjunto borroso de X de la forma (1,a2,a3, ...,an)
con 1> a2 > a3 y con

−→
T (a2,a3) 6=

−→
T arccos(a2,a3). (Tales

a2,a3 existen gracias a la Proposición II.4). Entonces

det





1 a2 a3

a2 1
←→
T (a2,a3)

a3
←→
T (a2,a3) 1





= det





1 a2 a3

a2 1
−→
T (a2,a3)

a3
−→
T (a2,a3) 1



 .

Este determinante es diferente de 0 gracias a la Proposi-
ción III.8 y por tanto rg(Eµ)≥ 3.

IV. DOS CARACTERIZACIONES GEOMÉTRICAS DE LAS

RELACIONES BORROSAS REFLEXIVAS Y SIMÉTRICAS

DEFINIDAS POSITIVAS

De la sección anterior se tiene que una relación borrosa
reflexiva y simétrica en un conjunto X de cardinal 3 es Tarccos-
transitiva si, y sólo si, es definida semipositiva. Si X es de
cardinal mayor que 3, la condición es necesaria, pero no
suficiente como se muestra en [8] mediante un contraejemplo.
Esta sección contiene dos caracterizaciones de las relaciones

borrosas reflexivas y simétricas definidas positivas: en la
subsección IV-A relacionada con la inmersión isométrica en
un espacio euclídeo y en la subsección IV-B relacionada
con la inmersión isométrica en la hiperesfera S

n = {~v =
(x0,x1, ...xn)∈R

n+1 | ∑
n
i=0 x

2
i = 1} en R

n+1 de centro el origen
de coordenadas ~0 y radio 1.

IV-A. Inmersión en R
n

Definición IV.1. Sea X = {x0,x1, ...,xn} un conjunto finito de

cardinal n+1 y d una distancia en X. Denotando d(xi,x j) por
di j para todo 0≤ i, j ≤ n, el determinante de Cayley-Menger

CM(x0,x1, ...,xn) es
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 1 1 ... 1
1 0 d201 d202 ... d20n
1 d201 0 d212 ... d21n
1 d202 d212 0 . . . d22n
...

...
...

...
. . .

...

1 d20n d21n d22n . . . 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

La importancia de este determinante estriba en el hecho de
que si el conjunto X está contenido en R

n y d es la distancia
euclídea, entonces está relacionado con el volumen del n+1-
simplex generado por los puntos de X del siguiente modo.

Proposición IV.2. Sea X = {x0,x1, ...,xn} un conjunto finito

de n+1 puntos de R
n y d la distancia euclídea. Entonces el

volumen v(X) del n+1-simplex con vértices los elementos de

X es

v(X) =

√

(−1)n+1

2n(n!)2
CM(x0,x1, ...,xn).
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Este resultado se puede consultar en cualquier libro y
artículo que estudie las inmersiones en un espacio euclídeo.
Uno de los primeros, citado en [6], es [12]. En particular,
el determinante de Cayley-Menger de un conjunto de puntos
de R

n debe tener el mismo signo que (−1)n+1. De aquí se
obtiene la siguiente caracterización de los espacios métricos
finitos que se pueden inyectar isométricamente en un espacio
euclídeo.

Proposición IV.3. [6] Sea X = {x0,x1, ...,xn} un conjunto

finito de cardinal n+ 1 y d una distancia en X. Denotando

d(xi,x j) by di j para todo 0 ≤ i, j ≤ n, (X ,d) es inyectable

isométricamente en R
n si y sólo si, para todo k = 1,2, ...,n el

signo de CM(x0,x1, ...,xk) es igual a (−1)k+1.

Proposición IV.4. [11] Sea X = {x0,x1, ...,xn} un conjunto

finito de cardinal n+ 1 y d una distancia en X. Denotando

d(xi,x j) por di j para todo 0 ≤ i, j ≤ n, (X ,d) es inyectable

isométricamente en R
n si, y sólo si, la matriz n×n con valores

xi j =
d20i+d20 j−d2i j

2 (1≤ i, j ≤ n) es definida positiva.

En el caso de una relación borrosa reflexiva y simétrica, su
matriz A asociada n×n tiene unos en la diagonal, así que para
todo i = 1,2, ...,n, se tiene

1 = xii =
d20i +d20i−d2ii

2
=

2d20i
2

= d20i.

y, por lo tanto,
d0i = 1.

Así en este caso el determinante de Cayley-Menger de d es
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 1 1 ... 1
1 0 1 1 ... 1
1 1 0 d212 ... d21n
1 1 d212 0 . . . d22n
...

...
...

...
. . .

...
1 1 d21n d22n . . . 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Además, de

xi j =
d20i +d20 j−d2i j

2
=

2−d2i j

2
se obtiene

di j =
√
2
√

1− xi j para todo 1≤ i, j ≤ n.

En términos de los elementos de A, entonces

CM(x0,x1, ...,xn)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 1 1 ... 1
1 0 1 1 ... 1
1 1 0 2(1− x12) ... 2(1− x1n)
1 1 2(1− x12) 0 . . . 2(1− x2n)
...

...
...

...
. . .

...
1 1 2(1− x1n) 2(1− x2n) . . . 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y se obtiene la siguiente caracterización geométrica de las
relaciones borrosas reflexivas y simétrica con matriz asociada
definida positiva.

Proposición IV.5. Una relación borrosa reflexiva y simétrica

A en un conjunto X = {x1,x2, ...,xn} finito es definida positiva

si, y sólo si, es una relación de T√1−x-indistinguibilidad y en

X ′ = X ∪{x0} la distancia asociada d (i.e.: di j =
√
2
√

1− xi j
si i, j > 0 y d0i = 1 para i > 0) es inyectable isométricamente

en R
n.

En la inmersión, x0 puede enviarse al origen de coordenadas
x′0 y las imágenes x′i de xi, i > 0 corresponden a los extremos

de los vectores
−−→
x′0x
′
i con lo que la proposición anterior se puede

enunciar de modo más claro.

Proposición IV.6. Una relación borrosa A = (xi j) reflexiva y

simétrica en un conjunto X = {x1,x2, ...,xn} de cardinal finito

n es definida positiva si, y sólo si, es una relación de T√1−x-
indistinguibilidad y X con la distancia d(xi,x j) =

√
2
√

1− xi j,

1 ≤ i, j ≤ n, se puede inyectar isométricamente en R
n de tal

modo que las imágenes de los puntos de X están situados

sobre la hiperesfera S
n−1.

En particular, para un conjunto X de cardinal 3 esto significa
que el determinante

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 2(1− x12) 2(1− x13)
1 1 2(1− x12) 0 2(1− x23)
1 1 2(1− x13) 2(1− x23) 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

8(x12x13x23− x212− x213− x223 +1)

debe ser mayor que 0. Esto es equivalente a que A sea Tarccos-
transitiva y la Proposición III.3 se puede reinterpretar del
siguiente modo.

Proposición IV.7. Las siguientes afirmaciones sobre una

relación borrosa reflexiva y simétrica R en un conjunto X son

equivalentes.

R es tres-definida semipositiva.

R es una relación de Tarccos-indistinguibilidad.√
1−R es una pseudodistancia en X y todo subconjunto

de cardinal 3 de X se puede inyectar isométricamente

en R
3 de tal modo que las imágenes de los puntos de X

están situados en la esfera S
2.

Esta última proposición también muestra la relación entre
Tarccos y T√1−x. En [13] se demostró que si una relación
borrosa reflexiva y simétrica es tres-definida semipositiva, en-
tonces es T√1−x-transitiva. Es un resultado interesante que no
se sigue de forma directa de la Tarccos-transitividad porque las
dos t-normas no son comparables: Tarccos(0,7,0,8) = 0,13 >

0,10 = T√1−x(0,7,0,8) y Tarccos(0,8,0,8) = 0,28 < 0,45 =
T√1−x(0,8,0,8). El resultado anterior clarifica la situación.

IV-B. Inmersión en S
n

Mientras que en la subsección anterior se ha obtenido la
caracterización de una relación de tolerancia definida positiva
A mediante el estudio de la inyectabilidad de la métrica
generada por A y el generador aditivo t(x) =

√
1− x de la
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197

t-norma T√1−x en un espacio euclídeo, en esta subsección la
caracterización se obtendrá por el estudio de la inyectabilidad
de la métrica generada por el generador aditivo t(x) = arccosx
de la t-norma Tarccos en una hiperesfera. Esto generaliza las
interpretaciones geométricas de la Proposición III.3.

Sea S
n = {~v = (x0,x1, ...xn) ∈R

n+1 | ∑
n
i=0 x

2
i = 1} la hiper-

esfera en R
n+1 de centro el origen de coordenadas ~0 y radio

1. La métrica esférica d es la métrica en S
n definida para todo

~u = (x0,x1, ...xn),~v = (y0,y1, ...,yn) ∈ S
n por

d(~u,~v) = arccos(|
n

∑
i=0

xi · yi|) = arccos <~u,~v >

donde <~u,~v > es el producto escalar usual en R
n+1. Es la

longitud del mayor arco de círculo que une ~u con ~v.

Proposición IV.8. Sea X = {x0,x1, ...,xn} un conjunto finito de
cardinal n+1 y d una distancia en X. Denotando d(xi,x j) por
di j para todo 0≤ i, j≤ n, (X ,d) es inyectable isométricamente
en S

n si, y sólo si, la matriz n×n con valores xi j = cosdi j es
definida positiva.

En este caso, la matriz A con valores xi j es la matriz de una
relación borrosa reflexiva y simétrica.
El determinante de Cayley-Menger de d es
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 1 1 ... 1
1 0 1 1 ... 1
1 1 0 arccos2 x12 ... arccos2 x1n
1 1 arccos2 x12 0 . . . arccos2 x2n
...

...
...

...
. . .

...
1 1 arccos2 x1n arccos2 x2n . . . 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Además,
xi j = cosdi j.

De aquí que la siguiente proposición presenta una carac-
terización geométrica alternativa de las relaciones borrosas
reflexivas y simétricas con la matriz asociada definida positiva.

Proposición IV.9. Una relación borrosa reflexiva y simétrica

A en un conjunto X = {x1,x2, ...,xn} finito es definida positiva

si, y sólo si, es una relación de Tarccos-indistinguibilidad y X

con la distancia d(xi,x j) = arccosxi j, 1 ≤ i, j ≤ n se puede

inyectar isométricamente en S
n−1 con la métrica esférica.

V. CONCLUSIONES

En este trabajo se han dado dos caracterizaciones métricas
de las relaciones borrosas reflexivas y simétricas definidas
positivas mediante el uso de resultados conocidos de inyecta-
bilidad en espacios euclídeos e hiperesferas con las distancias
asociadas generadas por el generador aditivo de Tarccos y T√1−x
según la Proposición II.9.

Los resultados obtenidos en la subsección IV-B permiten
una elegante demostración geométrica de las Proposiciones
III.8 y III.10. De forma esquemática: Es sabido que una rela-
ción de indistinguibilidad E que separe puntos en un conjunto

X con E(x,y) 6= 0 para todo x,y∈X transitiva respecto a una t-
norma arquimediana continua determina una relación de estar
entre métrica (metric betweenness relation) [6] en X que es
lineal si, y sólo si, E es unidimensional [10]. En particular
una relación de Tarccos-indistinguibilidad unidimensional E en
X = {x1,x2, ...,xn} determina una relación de estar entre lineal
en X . Entonces t(E) = arccos(E) es una distancia que también
determina una relación de estar entre lineal en X [2] y por lo
tanto los puntos de X se pueden inyectar isométricamente en
un arco de una hiperesfera. Junto al centro de dicha hiperesfera
determinan un n+ 1-simplex contenido en un plano y por
consiguiente cualquier terna de vectores −−→x0x1, −−→x0x2,...,−−→x0xn son
linealmente dependientes. (Esto también puede interpretarse
como que todos los volúmenes de este simplex de dimensión
mayor que 2 son 0).
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Resumen—En las últimas décadas, las operaciones definidas
sobre cadenas finitas, usualmente llamadas operaciones discretas,
han experimentado un gran interés por sus aplicaciones en
muchos campos de la ciencia. Una de estas operaciones son las
llamadas t-subnormas discretas que son una generalización de
las t-normas discretas y que tienen una especial relevancia en
aplicaciones que usan etiquetas lingüı́sticas. En este trabajo, se es-
tudian las negaciones naturales asociadas a t-subnormas discretas
incidiendo en su estructura y en algunas de sus propiedades. En
particular, se caracterizan algunos casos concretos de negaciones
discretas que pueden ser la negación natural asociada a una t-
subnorma discreta. En este trabajo, los conceptos de negación
débil y simétrica, que resultan ser equivalentes en el caso discreto,
desempeñarán un papel clave.

Index Terms—función de agregación discreta, t-subnorma
discreta, negación natural.

I. INTRODUCCIÓN

En muchas situaciones prácticas en las que los cálculos

y los razonamientos deben de ser reducidos a un número

finito de posibles valores, a menudo cualitativos, el enfoque

lingüı́stico borroso es un marco adecuado para modelar dicha

información. Esto es debido, en este caso, a que los térmi-

nos cualitativos usados por los expertos son habitualmente

representados por variables lingüı́sticas en lugar de valores

numéricos. En este tipo de enfoques, las variables lingüı́sticas

se valoran en cadenas finitas totalmente ordenadas tales como:

L = {Extremadamene Malo,Muy Malo,Malo,Regular,

Bueno,Muy Bueno,Extremadamente Bueno},

que pueden ser todas representadas por la cadena finita Ln =
{0, 1, . . . , n}. Consecuentemente, muchos investigadores han

centrado sus esfuerzos en el estudio de operaciones definidas

sobre Ln, o abreviadamente operaciones discretas (ver [7], [8],

[11], [18] y concretamente [23] como trabajo pionero en este

ámbito).

Entre las diferentes operaciones discretas, las funciones de

agregación discretas destacan por su importancia debido a la

necesidad de fusionar un conjunto inicial de datos en uno

final que los represente. Existen muchos ejemplos de posibles

aplicaciones de las funciones de agregación entre los que

destacan los procesos de decisión, las evaluaciones subjetivas,

el procesamiento de imágenes o el reconocimiento de patrones,

entre otros. Por ello, el estudio de dichas funciones ha ido

en aumento en los últimos años como se evidencia con la

publicación de diferentes monográficos sobre dicha temática

(ver [2], [3], [12]). En muchos casos, el estudio de funcio-

nes de agregación discretas se lleva a cabo suponiendo la

verificación de alguna propiedad adicional, como puede ser

el caso de la suavidad, que es considerada en este entorno

como la homóloga a la continuidad en el intervalo unidad, o

equivalentemente la propiedad de 1-Lipschitz. En esta lı́nea

de investigación, muchas familias de funciones de agregación

discretas han sido también estudiadas o incluso caracterizadas.

Por ejemplo, las t-normas y t-conormas suaves han sido

caracterizadas en [24] (ver también [23]), las t-subnormas

suaves en [20], las medias ponderadas ordinales en [16], las

uninormas en Umı́n y Umáx y nulnormas en [18], las uninormas

discretas idempotentes en [6], las uninormas y nulnormas no

conmutativas en [19] y [8] respectivamente, las cópulas en

[22] y las cuasi-cópulas en [1].

Las funciones de agregación discretas se pueden clasificar

en cuatro grandes familı́as dependiendo de su relación con

la función mı́nimo y la función máximo: conjuntivas cuando

se encuentran por debajo del mı́nimo, disyuntivas cuando se

encuentran por encima del máximo, funciones promedio o

compensatorias cuando se encuentran entre el mı́nimo y el

máximo y mixtas en cualquier otro posible caso. En este

artı́culo, trabajaremos con funciones de agregación discretas

conjuntivas y en particular, con la familia de t-subnormas

discretas. Estas operaciones generalizan la familia de t-normas

discretas (ver [7], [15], [24]) y pueden ser vistas como un

caso particular de subgrupo topológico ordenado [5]. Las t-

subnormas sobre [0, 1] juegan un papel muy relevante en

la construcción de sumas ordinales de t-normas continuas

por la izquierda ası́ como en otros métodos de construcción

(ver [14]). Además, los estudios sobre generadores aditivos

y multiplicativos de estos operadores (ver [9], [21], [25])

ası́ como la verificación de determinadas propiedadades tales

como la cancelatividad [17] o la verificación de la condición

de Lipschitz justifican la importacia del estudio de las t-

subnormas.

Recientemente, una linea de investigación de las t-

subnormas sobre [0, 1] ha sido dedicada a su negación na-

tural asociada. El concepto de negación natural asociada fue

estudiado en [4] para el caso de t-normas continuas por la
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izquierda, mientras que en [13] se investigaron en profundidad

las t-subnormas con negación natural asociada fuerte. En este

último trabajo, fue demostrado que tales t-subnormas son

de hecho t-normas. Además se investigaron las relaciones

entre diferentes propiedades algebraicas y analı́ticas como

la cancelatividad condicional, la propiedad Arquimediana, la

continuidad por la izquierda o sus elementos nilpotentes. Por

ello, y siguiendo esta linea de investigación, en este artı́culo

queremos desarrollar un estudio similar para el caso de t-

subnormas discretas. La negación natural asociada a estos ope-

radores discretos será ampliamente analizada y se presentarán

varias ideas sobre su estructura.

Este trabajo se organizará de la siguiente manera: con la

intención de que sea lo más autocontenido posible, en la

sección II se presentaran algunos conceptos básicos sobre

operaciones discretas, y en concreto sobre t-subnormas y t-

normas discretas. En la sección III se estudiaran las negaciones

débiles y simétricas, dos subfamilias de negaciones discretas

que veremos que en el contexto discreto son equivalentes En

la sección IV, el concepto de 0-función de una t-subnorma

discreta es introducido e investigado caracterizando aquellas

0-funciones que satisfacen la condición de ser una negación

discreta. Además, entre otras importantes propiedades, se de-

muestra que las negaciones débiles son las únicas negaciones

discretas que son la negación natural asociada a una t-norma

discreta. Finalmente, este trabajo finaliza con la sección V en

la que se exponen algunas conclusiones y posibles lı́neas de

trabajo futuro.

II. PRELIMINARES

Supondremos que el lector está familiarizado con los con-

ceptos más relevantes sobre funciones de agregación, nega-

ciones borrosas, t-normas (ver [15]) y también sobre t-normas

discretas, esto es, t-normas definidas sobre una cadena finita

(ver [24]). Por ello, solo recordaremos las definiciones y re-

sultados esenciales necesarios para una correcta comprensión

de este trabajo.

Es conocido (ver [24]) que para el estudio de funciones

de agregación binarias todas las cadenas finitas con el mismo

número de elementos son equivalentes. Por ello, utilizaremos

la más simple de ellas con n+ 1 elementos:

Ln = {0, 1, 2, . . . , n}

y, para todo a, b ∈ Ln con a ≤ b, utilizaremos la notación

[a, b] para denotar la subcadena dada por [a, b] = {x ∈ Ln |
a ≤ x ≤ b}.

Definición 1 ( [24]):

Una función f : Ln → Ln se dice que es suave cuando

| f(x)− f(x− 1) | ≤ 1 para todo x ∈ Ln con x ≥ 1.

Una operación binaria F sobre Ln se dice que es suave

cuando sus secciones, vertical y horizontal, lo son.

La importancia de la condición de suavidad radica en el

hecho de que generalmente esta caracterı́stica es usada en

el caso discreto de manera equivalente a la continuidad en

el intervalo [0, 1], propiedad equivalente a la de divisibilidad

(para una t-norma T , x ≤ y si y solo si existe z ∈ Ln tal que

T (y, z) = x), ver también [24].

Proposición 2 ( [24]): La única negación suave (equiva-

lentemente fuerte o estrictamente decreciente) sobre Ln es la

negación clásica dada por

N(x) = n− x para todo x ∈ Ln.

Proposición 3 ( [24]): Consideremos m+1 elementos de la

cadena Ln dados por 0 = a0 < a1 < . . . < am−1 < am = n

y sea Ti una t-norma definida sobre la cadena [ai−1, ai] para

todo i = 1, . . . ,m. Entonces, la operación binaria sobre Ln

dada por T (x, y) =
{

Ti(x, y) si existe un i tal que ai−1 ≤ x, y ≤ ai,

mı́n{x, y} en otro caso,

es siempre una t-norma en Ln usualmente llamada suma

ordinal de las t-normas T1, . . . , Tm.

Proposición 4 ( [24]): Existe una y solo una t-norma

Arquimediana y suave sobre Ln dada por la expresión

T (x, y) = máx{0, x+ y − n} (1)

conocida habitualmente como la t-norma de Łukasiewicz.

Además, toda t-norma suave se puede caracterizar como una

suma ordinal de t-normas de Łukasiewicz del siguiente modo

tal y como indica el siguiente resultado:

Proposición 5 ( [24]): Una t-norma T sobre Ln es suave si

y solo si existe un número natural m con 1 ≤ m ≤ n y un

subconjunto J de Ln,

J = {0 = a0 < a1 < . . . < am−1 < am = n}

tal que T viene dada por T (x, y) =










máx{ak, x+ y − ak+1} si existe ak ∈ J

con ak ≤ x, y ≤ ak+1,

mı́n{x, y} en caso contrario.

Un concepto que generaliza la noción de t-norma es el de

t-subnorma.

Definición 6: Sea T : L2
n → Ln una operación binaria

sobre Ln. Se dice que T es una t-subnorma cuando T es

asociativa, conmutativa, creciente en cada variable y verifica

T (x, y) ≤ mı́n{x, y} para todo x, y ∈ Ln.

Obviamente, cualquier t-norma sobre Ln es también una

t-subnorma pero no viceversa. Por ejemplo, la menor t-

subnorma sobre Ln es la cero t-subnorma (T (x, y) = 0 para

todo x, y ∈ Ln) que claramente no es una t-norma sobre Ln.

III. ALGUNAS PROPIEDADES DE LA NEGACIONES

DISCRETAS

Como la única negación suave sobre Ln es la clásica,

expresada por N(x) = n − x, nos podemos plantear el

hecho de investigar otras negaciones diferentes a ésta. En este

sentido, si consideramos la posibilidad de que la negación no

sea suave, podemos encontrar muchas negaciones discretas tal

como veremos a continuación. Las siguientes definiciones son

adaptaciones sobre Ln de las propuestas en [4] y [6].
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Definición 7: Sea N : Ln → Ln una negación discreta.

N es una negación débil si x ≤ N2(x) para todo x ∈ Ln.

N se dice simétrica cuando el conjunto

FN = {(n, 0)} ∪ {(x, y) ∈ L2
n | N(x+1) ≤ y ≤ N(x)}

es simétrico, esto es, (x, y) ∈ FN si y solo si (y, x) ∈
FN .

En el caso de negaciones definidas sobre el intervalo [0, 1],
las negaciones débiles y simétricas no coinciden en general,

y solo coinciden en el caso en que N sea continua por la

izquierda (ver [4]). El siguiente ejemplo ilustra este hecho.

Ejemplo 8: Las negaciones simétricas son aquellas nega-

ciones N cuyo grafo es simétrico con respecto a la función

identidad. Ası́, cada posible región constante de N se corres-

ponde con un punto de discontinuidad y viceversa (ver [4]).

En este sentido, si la función no es continua por la izquierda

en esos puntos, la propiedad x ≤ N2(x) puede fallar. Por

ejemplo, la negación dada por

N(x) =











1 si x ≤ 0,25,

1,25− x si 0,25 < x < 1,

0 si x = 1.

Es fácil probar que N es simétrica, pero claramente no es una

negación débil ya que para todo x tal que 0 < x ≤ 0,25 se

verifica que N2(x) = N(1) = 0 < x.

En el caso discreto ambos conceptos coinciden siempre

como se verá en la siguiente proposición. La demostración de

la misma es una adaptación de la considerada en el lema 2 de

[6]. Hemos querido incluir la demostración de este resultado

en aras de una mayor comprensión del mismo.

Proposición 9: Sea N : Ln → Ln una negación discreta.

Las siguientes propiedades son equivalentes:

i) N es simétrica.

ii) N es una negación débil.

iii) Para todo (x, y) ∈ L2
n se verifica:

y ≤ N(x) ⇐⇒ x ≤ N(y).

Demostración. (i) =⇒ (ii). Para todo x ∈ Ln tenemos por

definición que (x,N(x)) ∈ FN . Como N es simétrica se tiene

que (N(x), x) ∈ FN hecho que implica que x ≤ N(N(x)).
Esto es, N es una negación débil.

(ii) =⇒ (iii). Consideremos (x, y) ∈ L2
n tal que x ≤ N(y),

el decrecimiento de N implica que N(x) ≥ N(N(y)) ≥ y.

Similarmente, de y ≤ N(x) se sigue que x ≤ N(y).
(iii) =⇒ (i). Queremos probar que FN es simétrica.

Consideremos (x, y) ∈ FN , entonces N(x+1) ≤ y ≤ N(x) y

por tanto x ≤ N(y). Por otra parte, si N(y+1) > x, entonces

x+1 ≤ N(y+1) =⇒ y+1 ≤ N(x+1) =⇒ y < N(x+1) ,

que contradice el hecho que (x, y) ∈ FN . Por tanto, conclui-

mos que N(y + 1) ≤ x y ası́ (y, x) ∈ FN , demostrando que

FN es simétrica. �

Existen muchos ejemplos de negaciones discretas débiles

(o simétricas) sobre Ln. En el siguiente ejemplo presentamos

una familia paramétrica de negaciones discretas que abarcan

desde la negación drástica hasta la negación clásica.

Ejemplo 10: Consideremos α ∈ Ln y sea Nα dada por

Nα(x) =











n si x = 0,

α− x si 0 < x < α,

0 si x ≥ α.

Claramente Nα es una negación débil para todo α ∈ Ln.

Además, si α = 0 obtenemos N0 la negación drástica,

mientras que si α = n obtenemos la negación clásica Nn(x) =
n− x.

IV. T-SUBNORMAS DISCRETAS Y SUS NEGACIONES

ASOCIADAS

En esta sección queremos investigar la región cero de una

t-subnorma discreta similarmente a como se ha estudiado en el

caso de t-subnormas definidas sobre el intervalo unidad. Para

ello empezaremos dando la siguiente definición propuesta en

[13] para el caso [0, 1].
Definición 11: Para cada t-subnorma discreta T : Ln ×

Ln → Ln , llamaremos 0-función asociada (denotada por NT )

a aquella dada por

NT (x) = máx{z ∈ Ln | T (x, z) = 0}.

Contrariamente a lo que ocurre para el caso de las t-normas,

la 0-función asociada de una t-subnorma no necesita ser una

negación discreta porque NT (n) = máx{z ∈ Ln | T (n, z) =
0} podrı́a ser diferente de 0 (cuando T es una t-subnorma

propia, n no es el elemento neutro de T ). Cuando NT sea una

negación discreta, la llamaremos negación natural asociada

de la t-subnorma T . Además, cabe destacar que

1. Si n = 1, la t-subnorma cero (con 0-función asociada da-

da por N(x) = 1 para x ∈ {0, 1}, no es una negación),

y la t-norma mı́nimo (con la negación clásica como

negación natural asociada) son las únicas t-subnormas

sobre L1 = {0, 1}.

2. Cuando n = 2 hay exactamente siete t-subnormas sobre

L2 que pueden ser fácilmente construidas, de las cuales

solo dos de ellas son t-normas. En cualquier caso, las

únicas posibidades de 0-funciones asociadas son:

La función constante N(x) = 2 para todo x ∈ L2 =
{0, 1, 2}.

N(x) =

{

2 si x ∈ {0, 1},

1 si x = 2.
La negación clásica N(x) = 2− x.

La negación drástica N(x) =

{

2 si x = 0,

0 si x ∈ {1, 2}.

Claramente, solo los dos últimos casos son negaciones

discretas.

De acuerdo a los resultados anteriores, supondremos a partir

de ahora que n ≥ 3. Ası́, para n ≥ 3 podemos encontrar

también ejemplos de t-subnormas, diferentes de la t-subnorma

cero, cuya 0-función asociada no es una negación discreta tal

como se puede ver en el siguiente ejemplo.
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Figura 1. 0-función asociada NTα
del ejemplo 12.

Ejemplo 12: Consideremos α ∈ Ln y la función Tα : L2
n →

Ln dada por

Tα(x, y) = máx{0, x+y−n−α} para todo x, y ∈ Ln.

Entonces Tα es siempre un t-subnorma suave (ver [20]) con

Tα(n, n) = n−α. En particular, Tα es una t-subnorma propia

si y solo si α > 0. Además, su 0-función asociada vendrá dada

por:

NTα
(x) = máx{z ∈ Ln | Tα(x, z) = 0}

= máx{z ∈ Ln | x+ z − n− α ≤ 0}.

Esto es,

NTα
(x) = mı́n{n, n+ α− x} =

{

n si x ≤ α,

n+ α− x si x > α.

Por tanto, es obvio que NTα
es una negación discreta solo

cuando α = 0 en cuyo caso Tα es de hecho la t-norma de

Łukasiewicz. Para los otros casos se tiene que NTα
(n) = α >

0. Podemos ver dibujada la función NTα
en la figura 1.

En el caso discreto tenemos una fácil caracterización de las

t-subnormas que verifican que NT es una negación.

Lema 13: Sea T : L2
n → Ln una t-subnorma discreta. La

0-función asociada a T es una negación discreta si y solo si

T (n, 1) = 1.

Demostración. Si NT es una negación discreta entonces

NT (n) = máx{z ∈ Ln | T (x, n) = 0} = 0 y consecuen-

temente T (n, 1) > 0. Como T siempre está por debajo del

mı́nimo entonces se debe verificar que T (n, 1) = 1.

Recı́procamente, si T (n, 1) = 1 entonces NT (n) = 0 y NT

es una negación discreta. �

Además, NT resulta ser una negación débil y esta propiedad

caracteriza de hecho las negaciones que estan asociadas a

una t-subnorma satisfaciendo T (n, 1) = 1 (equivalentemente

aquellas que estan asociadas a alguna t-norma) de la siguiente

manera:

Proposición 14: Sea N : Ln → Ln una negación discreta.

Los siguientes ı́tems son equivalentes:

i) Existe una t-norma T tal que N = NT .

ii) Existe una t-subnorma T verificando T (n, 1) = 1 tal que

N = NT .

iii) N es una negación débil.

Demostración. Es evidente que (i) =⇒ (ii). Para demostrar

que (ii) =⇒ (iii) supongamos que existe alguna t-subnorma

T con T (n, 1) = 1 tal que N = NT . En este caso tenemos

N(x) = máx{z ∈ Ln | T (x, z) = 0} y por tanto

T (x,N(x)) = 0 hecho que implica directamente que

N2(x) = N(N(x)) = máx{z ∈ Ln | T (N(x), z) = 0} ≥ x.

Finalmente, para ver que (iii) =⇒ (i), consideremos N una

negación débil y tomemos la función dada por

T (x, y) =

{

0 si y ≤ N(x),

mı́n{x, y} si y > N(x),
(2)

y veamos que T es una t-norma1, que tendrá claramente a N

como negación natural asociada. Notar que la función T dada

por la ecuación (2) es creciente en ambas variables y para

todo x > 0 tenemos T (n, x) = mı́n{n, x} = x, mientras que

T (n, 0) = 0 por definición. Ası́, T tiene por elemento neutro

n. Como N es una negación débil, por la proposición 9 se

tiene que y ≤ N(x) si y solo si x ≤ N(y) y esto implica que

T también es conmutativa. Finalmente, es fácil ver (aunque

es un cálculo tedioso) que también se verifica la propiedad

asociativa y ası́ obtenemos que T es una t-norma. �

De acuerdo a la proposición anterior, cuando una negación

discreta N es la negación asociada a alguna t-subnorma tam-

bién es la negación asociada a alguna t-norma. Sin embargo,

puede haber muchas más t-subnormas que t-normas que tienen

una negación débil especı́fica como su negación asociada (ver

por ejemplo la proposición 17). Pero este no es el caso cuando

la negación asociada sea suave, esto es, cuando se considera

la negación clásica N(x) = n − x como demostraremos en

el siguiente resultado, que puede ser interpretado como el

homólogo para el caso discreto del teorema 3.3 de [13].

Proposición 15: Sea T : L2
n → Ln una t-subnorma discreta

con negación natural asociada NT (x) = n − x. Entonces,

necesariamente T es una t-norma.

Demostración. Solo es necesario ver que n ∈ Ln es el

elemento neutro de T . Supongamos que existe un x ∈ Ln

tal que T (n, x) = x′ < x. Entonces se tiene que n − x′ >

n− x y consecuentemente T (x, n− x′) > 0. Denotemos por

y = T (x, n− x′), entonces

0 = T (n− x′, x′) = T (n− x′, T (x, n))

= T (T (n− x′, x), n) = T (y, n),

que es una contradicción ya que por el lema 13 se tiene

T (n, y) ≥ T (n, 1) = 1 para todo y > 0. Consecuentemente,

debe ser T (n, x) = x para todo x ∈ Ln y por tanto T es una

t-norma. �

Como consecuencia de la proposición anterior algunos

resultados conocidos para t-subnormas sobre [0, 1] que tienen

una negación fuerte asociada (ver [13], [14]), pueden ser

1Para cualquier negación débil N , la t-norma T dada por la ecuación (2)
es conocida habitualmente como mı́nimo nı́lpotente con respecto a N .
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demostrados aquı́ para el caso discreto, tal como veremos en

la siguiente proposición.

Proposición 16: Sea T : L2
n → Ln una t-subnorma discreta

con negación natural asociada NT (x) = n−x. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

i) T es condicionalmente cancelativa.

ii) T es estrictamente creciente en su región positiva.

iii) T es suave.

iv) T es la t-norma de Łukasiewicz.

Demostración. Daremos solo un esbozo de la demostración.

Es obvio que (i) =⇒ (ii).
Para demostrar que (ii) =⇒ (iii), consideremos x, y ∈ Ln

con x < y. Se tiene que n− y < n− x y ası́, T (y, n− x) >
0. Sea z = T (y, n − x). Entonces, usando un razonamiento

similar al caso [0, 1] (ver teorema 2 de [14]) se demuestra que

debe verificarse T (y, n−z) = x. Esto es, existe algún z ∈ Ln

tal que T (y, z) = x y T satisface la propiedad de divisibilidad

que es equivalente a la condición de que T sea una t-norma

suave (ver la proposición 7.3.3 de [24]).

(iii) =⇒ (iv). Como T tiene por negación asociada

NT (x) = n− x, debe de ser una t-norma y la única t-norma

suave con esta condición es la t-norma de Łukasiewicz.

Finalmente, la implicación (iv) =⇒ (i) es trivial. �

La proposición 15 nos permite caracterizar todas las t-

subnormas que tienen por negación natural la familia pa-

ramétrica de negaciones discretas considerada en el ejemplo

10. Para ello,

Proposición 17: Sea T : L2
n → Ln una t-subnorma discreta.

Se verifican los siguientes resultados:

i) Nα es la negación natural asociada a T si y solo si T es

una suma ordinal de una t-norma T’ sobre [0, α] con la

negación clásica N(x) = α−x como negación asociada

y una t-subnorma T ′′ sobre [α, 1].
ii) Si T es suave entonces Nα es la negación natural

asociada a T si y solo si T es suma ordinal de la t-norma

de Łukasiewicz sobre [0, α] y una t-subnorma suave T ′′

sobre [α, 1].

Demostración. Probemos el primer ı́tem (i). Supongamos que

Nα es la negación natural asociada a T . Considerando la

restricción de T en el cuadrado [0, α]2, claramente obtenemos

una t-subnorma, T ′ = T/[0,α]2 , sobre la cadena finita [0, α] con

negación natural asociada N(x) = α−x para todo x ∈ [0, α].
Aplicando la proposición 15 se deduce que T ′ debe de ser

una t-norma y consecuentemente tenemos, en particular, que

T (α, α) = α. En este caso, es bien sabido que T debe de

ser una suma ordinal de una t-norma T ′ sobre [0, α] y una

t-subnorma T ′′ sobre [α, 1].
Recı́procamente, es claro que cualquier t-subnorma expre-

sada como una suma ordinal de una t-norma T ′ sobre [0, α]
con negación asociada N(x) = α − x y una t-subnorma T ′′

sobre [α, 1], tiene a Nα como negación natural asociada.

Finalmente, notar que el ı́tem (ii) es consecuencia inmediata

del ı́tem previo y de la proposición 16. �

La estructura de las t-subnormas caracterizadas en la pro-

posición 17 puede ser vista en la figura 2.
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Figura 2. Negaciones Nα (arriba) de la familia parametrizada dada en el
ejemplo 10 y la estructura de las t-subnormas (abajo) teniendo a Nα como
negación natural asociada y caracterizadas en la proposición 17-(i).

V. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En este trabajo, se ha presentado un estudio en profundi-

dad sobre las negaciones naturales asociadas a t-subnormas

discretas. En primer lugar, hemos demostrado la equivalencia

entre negaciones débiles y negaciones simétricas en el entorno

discreto, resultado que, en general, no se verifica en el inter-

valo unidad [0, 1] salvo que la negación borrosa sea continua

por la izquierda. Después hemos introducido el concepto de

0-función de una t-subnorma discreta (a partir de la definición

dada para el caso [0, 1]) y se han caracterizado los casos en

que esta función es de hecho una negación discreta. A partir

de esta investigación, como consecuencia de las propiedades

de sus negaciones naturales asociadas, se han demostrado

varios resultados sobre la relación existente entre t-subnormas

discretas y t-normas discretas. De particular importancia es

la proposición 14 que demuestra que las negaciones débiles

son las únicas negaciones discretas que son las negaciones

naturales asociadas a una t-norma discreta.

Como trabajo futuro, queremos analizar este tema desde otra

perspectiva, esto es, si fijamos una negación débil N , ¿qué t-

normas T pueden ser consideradas para conseguir una nueva

t-norma T ′ tal que NT ′ = N y T ′(x, y) = T (x, y) para todo

y > N(x)? Equivalentemente, caracterizar aquellas t-normas

T cuyo operador

T ′(x, y) =

{

0 si y ≤ N(x),
T (x, y) si y > N(x),

es una t-norma. Este problema se ha abordado ya en [4] para

el caso [0, 1] pero no ha sido investigado todavı́a en el entorno
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discreto.
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Resumen—En la lógica borrosa y el razonamiento aproximado,
la propiedad del Modus Tollens se tranforma en una desigualdad
funcional involucrando una t-norma, una implicación borrosa y
una negación. En este trabajo ampliamos dicha desigualdad subs-
tituyendo la t-norma por una uninorma conjuntiva, dando lugar
al llamado U -Modus Tollens. Estudiamos esta nueva propiedad
para implicaciones derivadas de uninormas, demostrando que
existen numerosas soluciones entre las implicaciones residuadas
o RU -implicaciones.

Index Terms—Función de implicación borrosa, Modus Tollens,
uninorma, implicación residuada, RU -implicación.

I. INTRODUCCIÓN

Las funciones de implicación borrosas se usan habitual-

mente, tanto para modelar los condicionales borrosos como

también en el proceso de inferencia borrosa. De esta forma,

la importancia de las funciones de implicación borrosas radica

principalmente en sus aplicaciones que se extienden a muchos

campos, y no se limitan únicamente al razonamiento aproxi-

mado y al control borroso (ver por ejemplo [3], [5], [14]).

Ese es también el motivo de que resulte importante disponer

de una gama de funciones de implicación borrosas tan amplia

como sea posible (ver [25]), ası́ como caracterizar aquellas que

cumplen determinadas propiedades que resultan importantes

en las aplicaciones.

Entre estas propiedades destacan las reglas de inferencia

básicas dadas por el Modus Ponens y el Modus Tollens. En el

ámbito de la lógica borrosa, dichas reglas se traducen en sen-

das desigualdades funcionales que se escriben respectivamente

como

T (x, I(x, y)) ≤ y para todos x, y ∈ [0, 1], (1)

y

T (N(y), I(x, y)) ≤ N(x) para todos x, y ∈ [0, 1], (2)

donde T es una t-norma, I es una función de implicación

borrosa y N una negación.

Debido a su importancia, ambas reglas de inferencia han

sido extensivamente estudiadas por diversos autores (ver por

ejemplo [2], [3], [12], [14], [22]–[24], [26]). Los primeros es-

tudios se realizaron para implicaciones derivadas de t-normas

y t-conormas. En concreto, las implicaciones residuadas y las

(S,N)-implicationes fueron estudiadas en [2], [22], [23] y las

QL y D-implicationes en [24]. Como generalización de estas

clases de implicaciones, se han introducido otras derivadas de

uninormas, en especial las RU -implicaciones y las (U,N)-
implicaciones (ver por ejemplo [1], [4], [6], [13], [18]–[20]).

Recientemente, el Modus Ponens y el Modus Tollens se

han estudiado también para estos dos tipos de implicaciones

derivadas de uninormas (ver [12] y [11] respectivamente).

De hecho, aún cuando las uninormas se introdujeron ini-

cialmente en el ámbito de las funciones de agregación (ver

[8], [27]), también han sido estudiadas como operadores

lógicos dado que siempre son conjuntivas o disyuntivas. En

particular, las uninormas conjuntivas son utilizadas a menudo

como conjunciones borrosas y, en este sentido, substituir en

las reglas del Modus Ponens y del Modus Tollens la t-

norma T por una uninorma conjuntiva U resulta natural e

interesante a la vez. En esta lı́nea, dicha substitución en

el Modus Ponens fue ya considerada en [15], [16] dando

lugar a la propiedad llamada U -Modus Ponens (o también U -

condicionalidad). Lo primero que se deriva de estos trabajos es

que las implicaciones usuales, como las derivadas de t-normas

y t-conormas o las implicaciones de Yager, no satisfacen la U -

condicionalidad. Ası́, los candidatos posibles para satisfacer el

U -Modus Ponens aparecen entre las implicaciones derivadas

de uninormas. Se ha estudiado y resuelto ya para el caso de

RU -implicaciones en [15], [16] y se ha iniciado su estudio

para el caso de (U,N)-implicaciones en [17].

Por el contrario, no se ha realizado un estudio similar

para el caso del Modus Tollens. Precisamente, en este trabajo

queremos rellenar ese hueco y estudiar la generalización del

Modus Tollens que se obtiene substituyendo la t-norma T por

una uninorma U , dando lugar a la propiedad que llamaremos

U -Modus Tollens. Esto es, queremos estudiar la propiedad

U(N(y), I(x, y)) ≤ N(x) para todos x, y ∈ [0, 1], (3)

donde U es una uninorma, I es una función de implicación

borrosa y N una negación.

En cuanto a la organización del trabajo, tras esta introduc-

ción empezamos con un capı́tulo de preliminares dedicado a

que el artı́culo sea tan autocontenido como sea posible. La

sección 3 presenta la definición y primeras propiedades del

Modus Tollens respecto de una uninorma U . La sección 4

estudia el U -Modus Tollens para RU-implicaciones derivadas
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de tres tipos de uninormas: las de Umı́n, las representables

y las idempotentes. Finalmente, la sección 5 incluye las

conclusiones y algunas propuestas de trabajo futuro.

II. PRELIMINARES

Supondremos que el lector está familiarizado con los re-

sultados básicos sobre t-normas, t-conormas, negaciones y

funciones de implicación borrosas (para detalles sobre t-

normas, véase [9]; sobre implicaciones, véase [3], [5], [7]).

A continuación recordaremos solo algunos conceptos sobre

funciones de implicación borrosas y sobre uninormas con el

objetivo de que el trabajo sea lo más autocontenido posible.

II-A. Funciones de implicación borrosas

Definición 1: ( [3], [7]) Una operación binaria I : [0, 1]2 →
[0, 1] es una función de implicación borrosa, o una implicación

borrosa, si satisface:

(I1) I(x, z) ≥ I(y, z) cuando x ≤ y, para todo z ∈
[0, 1].

(I2) I(x, y) ≤ I(x, z) cuando y ≤ z, para todo x ∈
[0, 1].

(I3) I(0, 0) = I(1, 1) = 1 e I(1, 0) = 0.

Nótese que, de la definición, se desprende que I(0, x) = 1
e I(x, 1) = 1 para todo x ∈ [0, 1] mientras que los valores

simétricos I(x, 0) e I(1, x) no se derivan de la definición.

Definición 2: ( [3], [7]) Sea I una implicación borrosa. La

función NI definida por NI(x) = I(x, 0) para todo x ∈ [0, 1],
se llama la negación natural de I y es siempre una negación

borrosa.

A continuación recordamos algunas de las propiedades más

habituales de las implicaciones borrosas que utilizaremos a lo

largo del trabajo:

El principio de neutralidad por la izquierda:

I(1, y) = y para todo y ∈ [0, 1]. (NP )

El principio de identidad:

I(x, x) = 1 para todo x ∈ [0, 1]. (IP )

La contraposición respecto de una negación N :

I(x, y) = I(N(y), N(x)) para todos x, y ∈ [0, 1].
CP (N)

II-B. Uninormas

Definición 3: ( [8], [27]) Una uninorma es una aplicación

U : [0, 1]2 −→ [0, 1] asociativa, conmutativa, creciente en

cada variable y tal que existe un elemento e ∈ [0, 1], llamado

elemento neutro, tal que U(e, x) = x para todo x ∈ [0, 1].
Evidentemente, una uninorma con elemento neutro e = 1

es una t-norma y una uninorma con elemento neutro e = 0 es

una t-conorma. Para cualquier otro valor e ∈]0, 1[ la operación

se comporta como una t-norma en [0, e]2, como una t-conorma

en [e, 1]2 y toma valores entre el mı́nimo y el máximo en el

conjunto A(e) dado por

A(e) = [0, e[× ]e, 1] ∪ ]e, 1]× [0, e[.

Denotaremos de forma habitual una uninorma con elemento

neutro e y t-norma y t-conorma subyacentes T y S, respecti-

vamente, por U ≡ 〈T, e, S〉. Cualquier uninorma satisface que

U(0, 1) ∈ {0, 1}; cuando U(1, 0) = 0, se dice que la uninorma

U es conjuntiva, mientras que, cuando U(1, 0) = 1, se dice

que U es disyuntiva.

Existen muchas clases diferentes de uninormas. Las más

habituales pueden hallarse en el artı́culo recopilatorio [10].

Recordemos aquı́ la estructura de tres de las clases más usadas

de uninormas conjuntivas.

Proposición 1: ( [8], [10]) Sea U : [0, 1]2 → [0, 1] una

uninorma con elemento neutro e ∈ ]0, 1[. Si U(0, 1) = 0,

entonces la sección x 7→ U(x, 1) es continua excepto para

x = e si y solo si U viene dada por U(x, y) =














eT
(

x
e
, y

e

)

si (x, y) ∈ [0, e]2,

e+ (1− e)S
(

x−e
1−e

, y−e

1−e

)

si (x, y) ∈ [e, 1]2,

mı́n(x, y) si (x, y) ∈ A(e),

donde T es una a t-norma y S es una t-conorma.

Denotaremos por Umı́n a esta clase de uninormas, y por U ≡
〈T, e, S〉mı́n a una uninorma de Umı́n con elemento neutro e

y t-norma y t-conorma subyacentes T y S, respectivamente,

como .

Las uninormas idempotentes fueron completamente carac-

terizadas para el caso general en [21] de la siguiente forma.

Proposición 2: ( [10], [21]) U es una uninorma idempotente

con elemento neutro e ∈ [0, 1] si y solo si existe una función

no creciente g : [0, 1] → [0, 1], simétrica respecto de la función

identidad, con g(e) = e, tal que U(x, y) =










mı́n(x, y) si y < g(x) o (y = g(x) y x < g2(x)),

máx(x, y) si y > g(x) o (y = g(x) y x > g2(x)),

x o y si y = g(x) y x = g2(x),

y U es conmutativa en los puntos (x, y) tales que y = g(x)
con x = g2(x).
Denotaremos por U ≡ 〈g, e〉ide a una uninorma idempotemte

U con elemento neutro e y función asociada g, y a la clase

de todas las uninormas idempotentes, por Uide.

Obviamente, para estas uninorrmas, la t-norma subyacente

es el mı́nimo y la t-conorma subyacente es el máximo.

Definición 4: ( [8], [10]) Diremos que una uninorma U ,

con elemento neutro e ∈ ]0, 1[ , es representable si existe

una función estrictamente creciente h : [0, 1] → [−∞,+∞]
(llamada generador aditivo de U , que es único excepto una

constante multiplicativa k > 0), con h(0) = −∞, h(e) = 0 y

h(1) = +∞, tal que U viene dada por

U(x, y) = h−1(h(x) + h(y))

para todos (x, y) ∈ [0, 1]2 \ {(0, 1), (1, 0)}. Se tiene que

U(0, 1) = U(1, 0) = 0 o U(0, 1) = U(1, 0) = 1.

Denotaremos por U ≡ 〈e, h〉rep a una uninorma representa-

ble con elemento neutro e ∈]0, 1[ y generador aditivo, y a la

clase de todas la uninormas representables, por Urep.
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Por otra parte, existen diversas clases de funciones de

implicación derivadas de uninormas. Recordamos aquı́ el caso

de las RU -implicaciones.

Definición 5: ( [6]) Sea U una uninorma. La operación

residuada obtenida a partir de U es la operación binaria dada

por

IU (x, y) = sup{z ∈ [0, 1] | U(x, z) ≤ y}

para todos x, y ∈ [0, 1].
Proposición 3: ( [6]) Sea U una uninorma y IU su opera-

ción residuada. Entonces IU es una implicación si y solo si

U(x, 0) = 0 para todo x < 1. En tal caso, IU recibe el nombre

de RU -implicación.

Esto incluye todas las uninormas conjuntivas, pero también

muchas de disyuntivas, por ejemplo, en las clases de las

uninormas representables (véase [6]) y las idempotentes (véase

[18]). Sin embargo, en el caso de trabajar con uninormas

continuas por la izquierda, claramente se obtiene que IU es

una implicación si y solo si U es conjuntiva.

III. MODUS TOLLENS RESPECTO DE UNA UNINORMA

Como ya hemos comentado el objetivo principal de este

trabajo es el estudio del Modus Tollens substituyendo la

t-norma T por una uninorma U , de una forma similar a

como se hizo para el Modus Ponens en [15], [16]. Damos

a continuación la definición formal.

Definición 6: Diremos que una función de implicación

borrosa I y una negación N satisfacen el Modus Tollens

respecto de una uninorma U , o simplemente el U -Modus

Tollens, si

U(N(y), I(x, y)) ≤ N(x) para todos x, y ∈ [0, 1]. (4)

Notemos que la definición se ha dado para una uninorma en

general y no para una que sea conjuntiva (que es el objetivo

real puesto que debe generalizar la conjunción o t-norma).

Esto es debido a que no es necesario dado que dicha propiedad

sobre U se deriva directamente de la definición como sigue.

Proposición 4: Sean I una función de implicación borrosa

y N una negación que satisfacen el Modus Tollens respecto

de una uninorma U . Entonces la uninorma U ha de ser

necesariamente conjuntiva.

De la definición resulta claro que el U -Modus Tollens no

depende sólo de la uninorma y la implicación, sino también,

y en especial, de la negación utilizada en la ecuación (4).

Ilustramos este hecho en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1: Veamos cómo se comporta el U -Modus Tollens

en los casos extremos de considerar la negación más pequeña

y la más grande.

i) Consideremos la negación más pequeña N = ND1
dada

por

ND1
(x) =

{

1 si x = 0

0 si x > 0.

Notemos que en este caso (4) siempre se satisface para

todo y > 0 dado que la uninorma U es conjuntiva.

Mientras que para y = 0 y x > 0 tenemos que

U(N(0), I(x, 0)) = U(1, NI(x)) ≤ N(x) = 0,

de donde se deduce que NI(x) = 0 para todo x > 0. En

resumen, una implicación I y la negación ND1
satisfacen

el Modus Tollens respecto de una uninorma conjuntiva

U si y sólo si NI es la propia negación ND1
.

ii) Consideremos ahora la negación más grande N = ND2

dada por

ND2
(x) =

{

1 si x < 1

0 si x = 1.

En este caso se puede ver, de forma parecida, que una

implicación I y la negación ND2
satisfacen el Modus

Tollens respecto de una uninorma conjuntiva U si y sólo

si I(1, y) = 0 para todo y < 1.

De forma similar al caso de t-normas, cuando la uninorma U

es continua por la izquierda se puede dar una caracterización

sencilla de las soluciones.

Proposición 5: Sean I una función de implicación borrosa,

N una negación y U una uninorma conjuntiva. Si U es

continua por la izquierda, I,N satisfacen el Modus Tollens

respecto de U si y sólo si

I(x, y) ≤ IU (N(y), N(x)) para todos x, y ∈ [0, 1],

donde IU indica la implicación residuada derivada de la

uninorma U .

Sin embargo, la condición anterior puede ser difı́cil de

comprobar según los casos. Queremos estudiar con más pro-

fundidad la condición del Modus Tollens para dar resultados

más especı́ficos según sean U y N . Un primer análisis de la

definición anterior permite dar algunos resultados generales

que listamos en la siguiente proposición.

Proposición 6: Sean I una función de implicación borrosa

y N una negación que satisfacen el Modus Tollens respecto

de una uninorma conjuntiva U . Sea e el elemento neutro de

U , entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

1. U(N(y), I(1, y)) = 0 para todo y ∈ [0, 1].
2. NI(x) ≤ N(x) para todo x ∈ [0, 1]. Además, para todo

x ∈ [0, 1] tal que NI(x) ≥ e ha que ser N(x) = 1.

3. Sea αN = sup{x ∈ [0, 1] | N(x) ≥ e}. Entonces, se

satisface una y sólo una de las siguientes condiciones:

N(x) < e para todo x > 0 (es decir, αN = 0),

αN > 0 y se tiene I(1, y) = 0 para todo y < αN .

4. Si I satisface (NP ), ha de ser necesariamente αN = 0.

5. Si I satisface (IP ) y N(x) < 1 para todo x > 0, ha de

ser necesariamente αN = 0.

A partir del apartado 3) de la proposición anterior, se

deduce que si αN > 0 (y eso se da por ejemplo siempre

que N sea continua) las implicaciones habituales derivadas de

t-normas y t-conormas (R, (S,N), QL y D-implicaciones),

ası́ como las implicaciones de Yager no satisfacen nunca el

U -Modus Tollens (ya que para todas ellas se satisface (NP )).
En cambio, para diversos tipos de implicaciones derivadas de

uninormas, en especial las RU -implicaciones, si se tiene, o se

puede tener, I(1, y) = 0 para todo y < 1.

Dedicaremos por tanto la próxima sección al estudio del

U -Modus Tollens para RU -implicaciones. Antes, damos al-

gunos resultados para implicaciones en general en el caso de
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negaciones con αN = 0, es decir , tales que N(x) < e para

todo x > 0. El primero de ellos hace referencia a que, si U es

de Umı́n, el U -Modus Tollens está garantizado para todos los

valores con x ≤ y y sólo hace falta verificar que se satisface

para el resto de valores, es decir, para y < x.

Proposición 7: Sean I una función de implicación borrosa,

N una negación con αN = 0 y U una uninorma de Umı́n con

elemento neutro e. Entonces I,N satisfacen el Modus Tollens

respecto de U si y sólo si

U(N(y), I(x, y)) ≤ N(x) para todos y < x.

Pasamos ahora a estudiar el caso en que la implicación

satisface (NP ), que es el caso de la mayoria de implicaciones

derivadas de t-normas y t-conormas.

Proposición 8: Sean I una función de implicación borrosa

que satisface (NP ), N una negación y U una uninorma

conjuntiva con elemento neutro e. Si I,N satisfacen el Modus

Tollens respecto de U , entonces son ciertas las siguientes

propiedades:

1. U(N(y), y) = 0 para todo y ∈ [0, 1].
2. N(x) = 0 para todo x ≥ e y N(x) < e para todo x > 0.

3. U(N(y), I(e, y)) = 0 para todo y ∈ [0, 1].
4. Si N es estrictamente decreciente en el intervalo ]0, e[,

ha de ser I(x, y) < e para todos y < x < e.

Podemos dar ahora una caracterización de las soluciones del

U -Modus Tollens para el caso en que I satisfaga (NP ), U
sea de Umı́n y N sea estrictamente decreciente en el intervalo

]0, e[.

Teorema 1: Sean I una función de implicación borrosa

que satisface (NP ), U ≡ 〈TU , e, SU 〉mı́n y N una negación

estrictamente decreciente en ]0, e[. Entonces I,N satisfacen

el Modus Tollens respecto de U , si y sólo si se satisfacen las

siguientes propiedades:

1. U(N(y), I(e, y)) = 0 para todo y ∈ [0, 1].
2. N(x) = 0 para todo x ≥ e y N(x) < e para todo x > 0.

3. I(x, y) < e para todos y < x < e.

4. I ′ y N ′ satisfacen el Modus Tollens respecto de la t-

norma TU para todos y < x, donde I ′ y N ′ vienen

dadas respectivamente por

I ′(x, y) =

{

1 si x ≤ y
I(ex,ey)

e
si y < x

(5)

N ′(x) =

{

1 si x = 0
N(ex)

e
en cualquier otro caso,

(6)

Ejemplo 2: Consideremos la uninorma de Umı́n, U ≡
〈TU , e, SU 〉mı́n donde TU = TLK es la t-norma de

Łukasiewicz y SU es una t-conorma cualquiera. Sea Ne la

negación dada por

Ne(x) =











1 si x = 0

e− x si 0 < x < e

0 si x ≥ e.

Por último, consideremos la implicación:

Ie(x, y) =











1 si x = 0 o y = 1

máx(e− x, y) si 0 < x ≤ e y 0 ≤ y ≤ e

y en cualquier otro caso.

Es fácil ver que estos operadores satisfacen todas las condi-

ciones del teorema 1 y por lo tanto Ie, Ne satisfacen el Modus

Tollens respecto de la uninorma U .

Nota 1: Notemos que en el ejemplo anterior, al igual que en

el teorema 1, la t-conorma SU puede ser cualquiera y lo mismo

sucede con los valores de la implicación I fuera del rectángulo

[0, e[2 con la única condición de que satisfaga (NP ).

IV. U -MODUS TOLLENS PARA RU -IMPLICACIONES

En el apartado anterior hemos visto que si trabajamos con

negaciones N con αN > 0 (y ésto incluye las negaciones

continuas), entonces se requiere que las implicaciones satisfa-

gan I(1, y) = 0 para los valores de y < αN . Esta propiedad

se satisface en RU -implicaciones derivadas, por ejemplo, de

uninormas representables y también de algunas idempoten-

tes. Por este motivo queremos estudiar en este apartado el

U -Modus Tollens para RU -implicaciones. Lo haremos para

RU -implicaciones derivadas de los tres tipos de uninormas

conjuntivas recordados en los preliminares y lo dividiremos

en una sección para cada caso.

IV-A. RU -implicaciones derivadas de uninormas en Umı́n

Veremos que en este caso tampoco son posibles negaciones

continuas y volvemos a necesitar negaciones con αN = 0.

En lo que sigue tomaremos U0 una uninorma de Umı́n de la

forma U0 ≡ 〈T0, e0, S0〉mı́n i IU0
su implicación residuada

(ver [6] para detalles sobre su estructura). Entonces tenemos

los siguientes resultados.

Proposición 9: Sea IU0
la implicación borrosa derivada

de una uninorma U0 ≡ 〈T0, e0, S0〉mı́n, N una negación

y U ≡ 〈TU , e, SU 〉 una uninorma conjuntiva. Si IU0
, N

satisfacen el Modus Tollens respecto de U , entonces son

ciertas las siguientes propiedades:

1. U(N(y), y) = 0 para todo y ≤ e0.

2. αN = 0 (es decir, N(x) < e para todo x > 0).

3. N(x) = 0 para todo x ≥ e.

4. Si e0 < e, TU es continua y U(e0, e0) = e0, se satisface

N(x) < e0 para todo x > 0 y N(x) = 0 para todo

x ≥ e0.

Para caracterizar las soluciones en este caso distinguiremos

dos posibilidades según sea el orden de los elementos neutros

e y e0.

Teorema 2: Sea IU0
la implicación borrosa derivada de una

uninorma U0 ≡ 〈T0, e0, S0〉mı́n, N una negación y U una

uninorma conjuntiva con elemento neutro e = e0. Entonces

IU0
, N satisfacen el Modus Tollens respecto de U , si y sólo

si se satisfacen las siguientes propiedades:

1. N(x) = 0 para todo x ≥ e y N(x) < e para todo x > 0.
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2. IT0
y N ′ satisfacen el Modus Tollens respecto de la t-

norma TU para todos y < x, donde IT0
es la implicación

residuada derivada de la t-norma T0 y N ′ viene dada por

la ecuación (6).

Teorema 3: Sea IU0
la implicación borrosa derivada de

una uninorma U0 ≡ 〈T0, e0, S0〉mı́n, N una negación y U

una uninorma conjuntiva con elemento neutro e con e < e0.

Supongamos que U0 viene dada por U0(x, y) =






















eT ′

0

(

x
e
, y

e

)

si x, y ∈ [0, e]

e+ (e0 − e)T ′′

0

(

x−e
e0−e

, y−e

e0−e

)

si x, y ∈ [e, e0]

e0 + (1− e0)S0

(

x−e0
1−e0

, y−e0
1−e0

)

si x, y ∈ [e0, 1]

mı́n(x, y) en cualquier otro caso,

siendo T ′

0, T
′′

0 t-normas. Entonces IU0
, N satisfacen el Modus

Tollens respecto de U , si y sólo si se satisfacen las siguientes

propiedades:

1. N(x) = 0 para todo x ≥ e y N(x) < e para todo x > 0.

2. IT ′

0
y N ′ satisfacen el Modus Tollens respecto de la t-

norma TU para todos y < x, donde IT ′

0
es la implicación

residuada derivada de la t-norma T ′

0 y N ′ viene dada por

la ecuación (6).

Teorema 4: Sea IU0
la implicación borrosa derivada de

una uninorma U0 ≡ 〈T0, e0, S0〉mı́n, N una negación y U

una uninorma conjuntiva con elemento neutro e con e0 < e.

Supongamos que U viene dada por U(x, y) =


























e0T
′

U

(

x
e0
, y

e0

)

si x, y ∈ [0, e0]

e0 + (e− e0)T
′′

U

(

x−e0
e−e0

, y−e0
e−e0

)

si x, y ∈ [e0, e]

e+ (1− e)SU

(

x−e
1−e

, y−e

1−e

)

si x, y ∈ [e, 1]

mı́n(x, y) en cualquier otro caso,

siendo T ′

U , T
′′

U t-normas. Entonces IU0
, N satisfacen el Modus

Tollens respecto de U , si y sólo si se satisfacen las siguientes

propiedades:

1. N(x) = 0 para todo x ≥ e0 y N(x) < e0 para todo

x > 0.

2. IT0
y N ′ satisfacen el Modus Tollens respecto de la t-

norma T ′

U para todos y < x, donde IT0
es la implicación

residuada derivada de la t-norma T0 y N ′ viene dada por

la ecuación (6).

Nota 2: Notemos que cuando U0(e, e) = e y T0 es continua

entonces la uninorma U0 ≡ 〈T0, e0, S0〉mı́n viene dada como

en el teorema 3, ya que entonces T0 resulta ser suma ordinal

de dos t-normas. Análogamente, la uninorma U viene dada

como en el teorema 4 siempre que U(e0, e0) = e0 y TU sea

continua.

Ejemplo 3: En el caso e0 < e consideremos por ejemplo

uninormas U0 ≡ 〈T0, e0, S0〉mı́n y U como en el teorema 4

donde T0 = T ′

U = TLK la t-norma de Łukasiewicz y N la

negación dada por

N(x) =











1 si x = 0

e0 − x si 0 < x < e0

0 si x ≥ e0.

Con estas restricciones se satisfacen las condiciones del teo-

rema y IU0
, N satisfacen el U -Modus Tollens respecto de la

uninorma U .

IV-B. RU -implicaciones derivadas de uninormas represen-

tables

No daremos en este apartado caracterizaciones generales

como en el anterior, pero sı́ para casos concretos. En particular,

veremos que en este caso sı́ se pueden hallar soluciones con

αN > 0, incluso con negaciones fuertes. Concretamente, en

este apartado U0 denotará una uninorma representable de la

forma U0 ≡ 〈e0, h0〉rep y IU0
su implicación residuada (ver

[3], [6] para detalles sobre su estructura). Recordemos que

entonces la función

Nh0
(x) = h−1

0 (−h0(x)) para todo x ∈ [0, 1]

es siempre una negación fuerte que se conoce como la nega-

ción asociada a la uninorma U0.

Teorema 5: Sea IU0
la implicación borrosa derivada de una

uninorma representable U0 ≡ 〈e0, h0〉rep, Nh0
su negación

asociada y U una uninorma conjuntiva, continua por la izquier-

da con elemento neutro e. Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:

IU0
, Nh0

satisfacen el Modus Tollens respecto de U .

IU0
(x, y) ≤ IU (Nh0

(y), Nh0
(x)) para todos x, y ∈

[0, 1].
U(x, y) ≤ U0(x, y) para todos x, y ∈ [0, 1].

Ejemplo 4: Sea U0 ≡ 〈e, h0〉rep una uninorma representable

con elemento neutro e ∈]0, 1[. Es conocido entonces que

la t-norma subyacente TU y la t-conorma SU son estrictas.

Consideremos las uninormas de Umı́n dadas por

U ≡ 〈TU , e, SU 〉mı́n y U ′ ≡ 〈mı́n, e, SU 〉mı́n.

Es obvio que U ≤ U0 pero U ′ 6≤ U0 y por tanto, a partir

del teorema anterior, deducimos que IU0
, Nh0

satisfacen el

U -Modus Tollens respecto de U pero no respecto de U ′.

IV-C. RU -implicaciones derivadas de uninormas idempoten-

tes

Igual que en el apartado anterior, veremos que en este

caso también se pueden hallar soluciones con negaciones

fuertes. Concretamente, en este apartado U0 denotará una

uninorma idempotente de la forma U0 ≡ 〈e0, g0〉ide y IU0

su implicación residuada (ver [18] para detalles sobre su

estructura). Recordemos que en este caso, para que IU0
sea

realmente una implicación, ha de ser g0(0) = 1 aunque U0

puede ser incluso disyuntiva.

Teorema 6: Sea N0 una negación fuerte con punto fijo

e0, IU0
la implicación borrosa derivada de una uninorma

idempotente U0 ≡ 〈e0, N0〉ide y U una uninorma conjuntiva,

continua por la izquierda con elemento neutro e. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

IU0
, N0 satisfacen el Modus Tollens respecto de U .

IU0
(x, y) ≤ IU (N0(y), N0(x)) para todos x, y ∈ [0, 1].

U(x, y) ≤ U0(x, y) para todos x, y ∈ [0, 1].
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V. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En los procesos de inferencia borrosa resulta imprescindi-

ble utilizar conjunciones, implicaciones (y negaciones) que

satisfagan el Modus Ponens y el Modus Tollens. Aún cuan-

do generalmente las conjunciones se modelizan mediante t-

normas, cada vez es más habitual introducir también el uso

de uninormas conjuntivas. En este sentido, generalizar el

Modus Ponens (Tollens) respecto de una de esas uninormas

se convierte en un punto interesante de estudio.

De forma similar a como se hizo para el Modus Ponens

en [15]–[17], en este trabajo se realiza un estudio del Modus

Tollens respecto de uninormas conjuntivas. Se dan diversas

propiedades necesarias para su cumplimiento y caracterizacio-

nes de las soluciones en diversos casos concretos. Se estudia

también el caso de RU -implicaciones derivadas de uninormas

de Umı́n, de uninormas representables y de uninormas idem-

potentes.

Como trabajo futuro, quedan muchos flecos por analizar,

como son un estudio más exhaustivo de los casos de RU -

implicaciones derivadas de uninormas representables e idem-

potentes, extender dicho estudio a RU -implicaciones derivadas

de otros tipos de uninormas (ver [10]) y también a (U,N)-
implicaciones derivadas de uninormas (ver [3]).
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[3] M. Baczyński, B. Jayaram, Fuzzy Implications. Studies in Fuzziness and
Soft Computing, vol. 231. Springer, Berlin Heidelberg, 2008.
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(U,N)-implications,” in Jesús Medina, Manuel Ojeda-Aciego, José Luis
Verdegay Galdeano, David A. Pelta, Inma P. Cabrera, Bernadette
Bouchon-Meunier, Ronald R. Yager (Eds.), Proceedings of IPMU 2018,
Part I, Communications in Computer and Information Science, vol. 853
(2018) pp. 649–660.

[18] D. Ruiz, J. Torrens, “Residual implications and co-implications from
idempotent uninorms,” Kybernetika 40, 21–38, 2004.

[19] D. Ruiz-Aguilera, J. Torrens, “Distributivity of residual implications over
conjunctive and disjunctive uninorms,” Fuzzy Sets and Systems, 158,
23–37, 2007.

[20] D. Ruiz-Aguilera, J. Torrens, “S- and R-implications from uninorms
continuous in ]0, 1[2 and their distributivity over uninorms,” Fuzzy Sets
and Systems, 160, 832–852, 2009.

[21] D. Ruiz-Aguilera, J. Torrens, B. De Baets, J. Fodor, “Some remarks
on the characterization of idempotent uninorms,” in Computational
Intelligence for Knowledge-Based Systems Design. Lecture Notes in
Computer Science, vol. 6178, E. HÃllermeier, R. Kruse, F. Hoffmann,
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Resumen—El Modus Ponens resulta ser una propiedad esen-
cial en los procesos de inferencia que se llevan a cabo tanto
en el razonamiento aproximado como en el control borroso.
De este modo es necesario que la conjunción y la implicación
borrosa utilizadas en dichos procesos de inferencia verifiquen
la desigualdad inherente a la propiedad del Modus Ponens.
Habitualmente la conjunción borrosa se modeliza mediante una
t-norma aunque, cada vez más, se sustituye la t-norma por
una uninorma conjuntiva. En este trabajo se estudia cuándo
las (U,N)-implicaciones verifican el Modus Ponens respecto de
una uninorma conjuntiva U en general, de forma similar a cómo
se hizo para RU -implicaciones en [21], [22]. En la inecuación
funcional derivada del Modus Ponens se ven involucradas dos
uninormas diferentes y una negación borrosa dando lugar a
diversas posibilidades. De esta manera, en esta comunicación se
presenta solo un primer paso en este estudio ya que, dependiendo
de las clases a las que pertenecen dichas uninormas, aparecen
numerosos casos a estudiar.

Index Terms—Función de implicación borrosa, (U,N)-
implicación, Modus Ponens, t-norma, uninorma, negación natural
asociada.

I. INTRODUCCIÓN

Las funciones de implicación borrosas se utilizan habitual-

mente en el razonamiento aproximado y en el control borroso

para modelizar los condicionales borrosos y también para rea-

lizar inferencias. Cuando se considera la regla composicional

de inferencia de Zadeh, el Modus Ponens resulta ser esencial

en el proceso. Al trasladar dicha regla de inferencia al ámbito

borroso se obtiene la desigualdad funcional:

T (x, I(x, y)) ≤ y para todos x, y ∈ [0, 1], (1)

donde T es una t-norma continua e I es una función de

implicación borrosa.

Debido a la importancia del Modus Ponens, diversos investi-

gadores han ido realizando un estudio exhaustivo de aquellas t-

normas T y funciones de implicación borrosas I que verifican

la ecuación (1) a lo largo de los años (véase por ejemplo

[2], [4], [17], [20], [30]–[33]). Los principales resultados en

este campo se han dado para implicaciones derivadas de t-

normas y t-conormas. Ası́, las implicaciones residuadas y las

(S,N)-implicaciones se analizaron en detalle en [2], [30],

[31], mientras que las QL y D-implicaciones se investigaron en

[32]. Una recopilación de estos resultados y una completación

de los mismos se puede hallar en la sección 7.4 del libro [4].

Sin embargo, existen otros tipos de implicaciones a con-

siderar (véase [3], [4], [24]). Entre estos otros tipos pode-

mos destacar las implicaciones derivadas de funciones de

agregación más generales que las t-normas y las t-conormas.

En particular, las implicaciones derivadas de uninormas se

han estudiado de manera exhaustiva (véase por ejemplo [1],

[5], [9], [18], [26]–[28]). De hecho, el Modus Ponens ha

sido analizado recientemente para dos tipos concretos de

implicaciones derivadas de uninormas: las RU -implicaciones

y las (U,N)-implicaciones (véase [17]).

Aunque las uninormas se introdujeron inicialmente en el

ámbito de las funciones de agregación (véase [11], [34]), se

han estudiado también como operadores lógicos debido al

hecho de que son siempre conjuntivas o disyuntivas. Dada

su estructura, las uninormas se pueden ver claramente como

generalizaciones de las t-normas y t-conormas simultánea-

mente y, en este sentido, se ha comprobado ya su utilidad

en muchos campos como son los sistemas expertos borrosos

(véase [10]), las redes neuronales (véase [6]) y la lógica

borrosa en general (véase [25] y las referencias allı́ citadas).

En particular, las uninormas conjuntivas se utilizan cada vez

más como conjunciones borrosas y, en este sentido, sustituir

en el Modus Ponens la t-norma T por una uninorma conjuntiva

U resulta natural.

Siguiendo en esta lı́nea, el caso de sustituir la t-norma T por

una uninorma conjuntiva U , dando lugar al llamado U -Modus

Ponens (o también U -condicionalidad), ha sido recientemente

propuesto por los autores en [21], [22]. En estos trabajos

se demuestra que la implicación considerada en el U -Modus

Ponens tiene que verificar determinadas propiedades que son

caracterı́sticas de algunos tipos de implicaciones derivadas de

uninormas: las RU -implicaciones y las (U,N)-implicaciones.

En este sentido, el presente trabajo puede ser visto como una

continuación de los artı́culos mencionados [21], [22] ya que,

en estos artı́culos se investigó el U -Modus Ponens para el

caso de las RU -implicaciones, mientras que en la presente

comunicación hacemos lo mismo para el caso de las (U,N)-
implicaciones.

El trabajo está organizado de la siguiente manera: tras la

introducción, dedicamos la sección 2 a recordar algunos pre-

liminares para lograr que el trabajo sea lo más autocontenido

posible. La sección 3 está dedicada al Modus Ponens respecto
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de una uninorma U , incluyendo algunos resultados generales

para (U,N)-implicaciones. Se demuestra en particular que la

uninorma disyuntiva U ′ utilizada para construir la (U,N)-
implicación solo puede pertenecer a unas pocas clases de

uninormas de entre las más usuales, a saber, las representables,

las idempotentes y las continuas en ]0, 1[2. Se realiza un

estudio exhaustivo para el caso de uninormas representables

mientras que, para los otros dos casos, se dan simplemente

diversos ejemplos. Finalmente, el trabajo concluye con la

sección 4 dedicada a establecer algunas conclusiones y trabajo

futuro.

II. PRELIMINARES

Supondremos que el lector está familiarizado con los resul-

tados básicos sobre t-normas, t-conormas y negaciones (para

más detalles véase [14]). Supondremos también conocidos

los resultados básicos sobre implicaciones (véase [4], [20]).

A continuación recordaremos solo algunos conceptos sobre

uninormas que utilizaremos a lo largo del trabajo. En cualquier

caso, más detalles sobre uninormas y sus clases más estudiadas

pueden hallarse en el reciente artı́culo recopilatorio [16].

Definición 1: Una uninorma es una aplicación U : [0, 1]2 →
[0, 1] asociativa, conmutativa, creciente en cada variable y tal

que existe un elemento e ∈ [0, 1], llamado elemento neutro,

tal que U(e, x) = x para todo x ∈ [0, 1].
Evidentemente, una uninorma con elemento neutro e = 1 es

una t-norma y una uninorma con elemento neutro e = 0 es una

t-conorma. Para cualquier otro valor e ∈]0, 1[, la operación se

comporta como una t-norma en [0, e]2, como una t-conorma

en [e, 1]2 y toma valores entre el mı́nimo y el máximo en el

conjunto A(e) dado por

A(e) = [0, e[× ]e, 1] ∪ ]e, 1]× [0, e[.

Denotaremos de forma habitual una uninorma con elemento

neutro e y t-norma y t-conorma subyacente, T y S respec-

tivamente, por U ≡ 〈T, e, S〉. Cualquier uninorma verifica

que U(0, 1) ∈ {0, 1} y cuando U(1, 0) = 0 se dice que la

uninorma U es conjuntiva, mientras que cuando U(1, 0) = 1
se dice que U es disyuntiva. Recordemos aquı́ la estructura de

tres de las clases más usadas de uninormas conjuntivas.

Teorema 2: ( [11]) Sea U : [0, 1]2 → [0, 1] una uninorma

con elemento neutro e ∈ ]0, 1[.

(a) Si U(0, 1) = 0, entonces la sección x 7→ U(x, 1) es

continua excepto en x = e si y solo si U viene dada por

U(x, y) =














eT
(

x
e
, y

e

)

si (x, y) ∈ [0, e]2,

e+ (1− e)S
(

x−e
1−e

, y−e

1−e

)

si (x, y) ∈ [e, 1]2,

mı́n(x, y) si (x, y) ∈ A(e),

donde T es una t-norma y S es una t-conorma.

(b) Si U(0, 1) = 1, entonces la sección x 7→ U(x, 0) es

continua excepto en x = e si y solo si U viene dada

por la estructura anterior cambiando el mı́nimo por el

máximo en A(e).

Denotaremos por Umı́n al conjunto de uninormas de la forma

dada en (a) y por Umáx al conjunto de uninormas de la forma

dada en (b). Asimismo, una uninorma de Umı́n con t-norma

subyacente T , t-conorma subyacente S y elemento neutro e la

denotaremos por U ≡ 〈T, e, S〉mı́n y, de forma similar, a una

uninorma de Umáx la denotaremos por U ≡ 〈T, e, S〉máx.

Las uninormas idempotentes fueron analizadas primero en

[7] y posteriormente caracterizadas en [8] para el caso de tener

alguna continuidad lateral, y en [15] para el caso general. El

resultado definitivo fue establecido en [29] como sigue.

Teorema 3: ( [29]) U es una uninorma idempotente con

elemento neutro e ∈ [0, 1] si y solo si existe una función

decreciente g : [0, 1] → [0, 1], simétrica respecto de la

identidad, con g(e) = e y tal que U(x, y) =











mı́n(x, y) si y < g(x) o (y = g(x) y x < g2(x)),

máx(x, y) si y > g(x) o (y = g(x) y x > g2(x)),

x o y si y = g(x) y x = g2(x),

siendo conmutativa en los puntos (x, y) tales que y = g(x)
con x = g2(x).

Una uninorma idempotente U con elemento neutro e y

función asociada g, la denotaremos por U ≡ 〈g, e〉ide y la

clase de todas las uninormas idempotentes la denotaremos por

Uide. Obviamente, para esta clase de uninormas, la t-norma

subyacente es siempre la t-norma mı́nimo y la t-conorma

subyacente es siempre la t-conorma máximo.

Definición 4: Diremos que una uninorma U con elemento

neutro e ∈ ]0, 1[ es representable si existe una función estric-

tamente creciente h : [0, 1] → [−∞,+∞] (llamada generador

aditivo de U , que es único salvo una constante multiplicativa

k > 0), con h(0) = −∞, h(e) = 0 y h(1) = +∞, tal que U
viene dada por

U(x, y) = h−1(h(x) + h(y))

para todo (x, y) ∈ [0, 1]2 \ {(0, 1), (1, 0)} y U(0, 1) =
U(1, 0) = 0 o U(0, 1) = U(1, 0) = 1.

Una uninorma representable con elemento neutro e ∈]0, 1[
y generador aditivo h la denotaremos por U ≡ 〈e, h〉rep y

denotaremos la clase de todas las uninormas representables

por Urep. Claramente, esta clase está contenida en la clase de

uninormas continuas en ]0, 1[2 que fue caracterizada en [12]

(véase [16] para la versión actual y para más detalles).

Teorema 5: ( [16]) Sea U una uninorma continua en ]0, 1[2

con elemento neutro e ∈]0, 1[. Se verifica uno de los dos casos

siguientes:

(a) Existen u ∈ [0, e[, λ ∈ [0, u], dos t-normas continuas T1

y T2 y una uninorma representable R tales que U viene dada
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por U(x, y) =































































λT1

(

x
λ
, y

λ

)

si x, y ∈ [0, λ],

λ+ (u− λ)T2

(

x−λ
u−λ

, y−λ

u−λ

)

si x, y ∈ [λ, u],

u+ (1− u)R
(

x−u
1−u

, y−u

1−u

)

si x, y ∈ ]u, 1[,

1 si mı́n(x, y) ∈ ]λ, 1]

y máx(x, y) = 1,

λ o 1 si (x, y) = (λ, 1)

o (x, y) = (1, λ),

mı́n(x, y) en cualquier otro caso.

(2)

(b) Existen v ∈ ]e, 1], ω ∈ [v, 1], dos t-conormas continuas

S1 y S2 y una uninorma representable R tales que U viene

dada por U(x, y) =































































vR
(

x
v
, y

v

)

si x, y ∈ ]0, v[,

v + (ω − v)S1

(

x−v
ω−v

, y−v

ω−v

)

si x, y ∈ [v, ω],

ω + (1− ω)S2

(

x−ω
1−ω

, y−ω

1−ω

)

si x, y ∈ [ω, 1],

0 si máx(x, y) ∈ [0, ω[

y mı́n(x, y) = 0,

ω o 0 si (x, y) = (0, ω)

o (x, y) = (ω, 0),

máx(x, y) en cualquier otro caso.

(3)

Denotaremos por Ucos
1 la clase de todas las uninormas

continuas en ]0, 1[2. La subclase formada por todas aque-

llas de la forma (2) la denotaremos por Ucos,mı́n y una

uninorma concreta de esta clase la denotaremos por U ≡
〈T1, λ, T2, u, (R, e)〉cos,mı́n. Análogamente, la subclase forma-

da por las uninormas de la forma (3) será denotada por

Ucos,máx y una uninorma concreta de esta clase la denotaremos

por U ≡ 〈(R, e), v, S1, ω, S2〉cos,máx.

Definición 6: Una operación binaria I : [0, 1]2 → [0, 1]
es una función de implicación borrosa, o una implicación

borrosa, si satisface:

(I1) I(x, z) ≥ I(y, z) cuando x ≤ y, para todo z ∈
[0, 1].

(I2) I(x, y) ≤ I(x, z) cuando y ≤ z, para todo x ∈
[0, 1].

(I3) I(0, 0) = I(1, 1) = 1 e I(1, 0) = 0.

Nótese que, de la definición, se desprende que I(0, x) = 1
e I(x, 1) = 1 para todo x ∈ [0, 1] mientras que los valores

simétricos I(x, 0) e I(1, x) no se derivan de la definición.

Definición 7: Sea I una implicación borrosa. La función NI

definida por NI(x) = I(x, 0) para todo x ∈ [0, 1], se llama la

negación natural de I y es siempre una negación borrosa.

Por otra parte, existen diversas clases de funciones de

implicación derivadas de uninormas. Recordamos aquı́ el caso

de las (U,N)-implicaciones.

1Aquı́ el subı́ndice “cos” corresponde a las iniciales de: “continuous open
square”.

Definición 8: Sea U una uninorma y N una negación bo-

rrosa. El (U,N)-operador derivado de U y N es la operación

binaria definida por

IU,N (x, y) = U(N(x), y) para todos x, y ∈ [0, 1].

Es conocido que, con esta definición, IU,N es una función

de implicación borrosa si y solo si U es disyuntiva y entonces

se conoce con el nombre de (U,N)-implicación. Algunas

propiedades de las (U,N)-implicaciones han sido estudiadas

para diversos tipos de uninormas entre las que destacan las

ya recordadas en estos preliminares, pero también otras como

las uninormas localmente internas o compensatorias y las

uninormas con operadores subyacentes continuos (para más

detalles véase [4], [5], [17], [19], [28]). Recientemente, el

Modus Ponens respecto de una t-norma T se ha estudiado

en detalle en [17] para implicaciones derivadas de uninormas.

III. U -MODUS PONENS PARA (U,N)-IMPLICACIONES

En esta sección queremos estudiar el Modus Ponens respec-

to de una uninorma U , o simplemente el U -Modus Ponens,

para la clase de las (U,N)-implicaciones. Empezamos estable-

ciendo de manera formal la definición del U -Modus Ponens.

Definición 9: Sea I una implicación borrosa y U una

uninorma. Diremos que I verifica el Modus Ponens respecto

de U (o simplemente el U -Modus Ponens), o también que I
es un U -condicional si

U(x, I(x, y)) ≤ y para todos x, y ∈ [0, 1]. (4)

Nuestra intención es estudiar la desigualdad anterior en el

caso en que la implicación I sea una (U,N)-implicación. Es

ya conocido (véase [21]) que si I y U verifican la inecuación

(4), U tiene que ser necesariamente conjuntiva. Por lo tanto,

en todo lo que sigue, consideraremos que U es una uninorma

conjuntiva, U ′ es una uninorma disyuntiva y N una negación

borrosa a partir de las cuales derivamos la (U,N)-implicación

IU ′,N . Damos primero algunas propiedades necesarias para

que se verifique el U -Modus Ponens.

Proposición 10: Sea U una uninorma conjuntiva con ele-

mento neutro e ∈]0, 1[ y U ′ una uninorma disyuntiva con

elemento neutro e′ ∈]0, 1[. Sea N una negación borrosa y sea

IU ′,N la correspondiente (U,N)-implicación. Si IU ′,N verifica

el U -Modus Ponens respecto de U , se verifican las siguientes

propiedades:

i) U ′(N(e), y) ≤ y para todo y ∈ [0, 1]. En particular, se

tiene que cumplir N(e) ≤ e′.
ii) U ′(N(x), y) ≤ e para todos x, y tales que e ≤ y < x. En

particular, se tiene que cumplir U ′(0, y) < e para todo y
tal que e ≤ y < 1.

iii) U(x,N(x)) ≤ e′ para todo x ∈ [0, 1]. En particular, si

N tiene eN como punto fijo, entonces U(eN , eN ) ≤ e′.
iv) La negación borrosa N verifica N(x) < 1 para todo

x > 0.

La proposición anterior muestra algunas condiciones nece-

sarias sobre las uninormas U , U ′ y sobre la negación N para

que la correspondiente IU ′,N verifique el U -Modus Ponens. A
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partir de ahora, nos restringiremos al caso en que la uninorma

U ′ es localmente interna en la frontera, esto es, U ′ verifica

U ′(0, y) ∈ {0, y} para todo y > e′ (véase [13], [16]). Notemos

sin embargo que esta condición no es en absoluto restrictiva ya

que todas las clases habituales de uninormas son localmente

internas en la frontera. Eso incluye, no solo las clases recorda-

das en los preliminares, sino también las localmente internas

y las uninormas con operadores subyacentes continuos (véase

[16]).

El siguiente resultado actualiza la proposición anterior en

el caso en que la uninorma U ′ sea localmente interna en la

frontera.

Proposición 11: Sea U una uninorma conjuntiva con ele-

mento neutro e ∈]0, 1[ y U ′ una uninorma disyuntiva, local-

mente interna en la frontera, con elemento neutro e′ ∈]0, 1[.
Sea N una negación continua y sea IU ′,N la correspondiente

(U,N)-implicación. Si IU ′,N verifica el U -Modus Ponens

respecto de U entonces:

Se tiene que cumplir U ′(0, y) = 0 para todo y < 1.

La negación natural asociada a IU ′,N tiene que ser la

negación drástica ND dada por ND(x) = 0 para todo

x > 0.

U ′ no puede ser de Umáx.

Si U ′ es de Ucos,máx, digamos U ′ ≡
〈(R, e′), v, S1, ω, S2〉cos,máx, entonces se tiene que

cumplir ω = 1.

Si U ′ es idempotente, digamos U ′ ≡ 〈g′, e′〉ide, entonces

se tiene que cumplir g′(0) = 1.

Nota 12: A partir de la proposición anterior tenemos que la

uninorma disyuntiva U ′ usada en la construcción de IU ′,N

no puede ser cualquiera. Sin embargo, notemos que aún

quedan otras posibilidades de entre las clases de uninormas

consideradas en los preliminares. Concretamente, U ′ puede

ser de cualesquiera de las siguientes clases:

uninormas representables, o

uninormas idempotentes con g′(0) = 1, o

uninormas de Ucos,máx con ω = 1, o

uninormas de Ucos,mı́n con λ = 0 (λ = 0 es necesario

para asegurar que la uninorma U ′ sea disyuntiva).

Antes de tratar con cada una de estas clases de forma sepa-

rada presentamos en esta sección algunos resultados generales

adicionales.

Obviamente la (U,N)-implicación IU ′,N depende comple-

tamente no solo de la uninorma U ′, sino también de la

negación N usada en su construcción. Recordemos que ya

hemos visto que la negación N no puede tomar el valor

1 en puntos x > 0 si queremos que se verifique el U -

Modus Ponens. Por el contrario, N puede tomar el valor 0 en

subintervalos no triviales como indica la siguiente proposición.

Proposición 13: Sea U ′ una uninorma disyuntiva en alguna

de las clases descritas en la nota 12. Si N = ND es la

negación borrosa drástica, entonces IU ′,N viene dada por la

menor implicación borrosa posible

IU ′,N (x, y) = I0(x, y) =

{

1 si x = 0 o y = 1,

0 en cualquier otro caso,

que verifica siempre el U -Modus Ponens respecto de cualquier

uninorma conjuntiva U .

En lo que queda de sección vamos a considerar solo el caso

en que la negación N sea al menos continua, que es en realidad

el caso más habitual2. En esta situación, vemos que también

se puede descartar la clase de uninormas de Ucos,máx.

Proposición 14: Sea U una uninorma conjuntiva con ele-

mento neutro e ∈]0, 1[ y U ′ una uninorma disyuntiva con

elemento neutro e′ ∈]0, 1[. Sea N una negación continua y sea

IU ′,N la correspondiente (U,N)-implicación. Si IU ′,N verifica

el U -Modus Ponens respecto de U entonces U ′ no puede ser

de Ucos,máx.

Recordemos que cuando la negación borrosa considerada

N es continua ha de tener un punto fijo que denotaremos por

eN . En este caso tenemos hasta tres valores clave en nuestro

estudio. A saber, los elementos neutros de U,U ′ y el punto

fijo de N , es decir, e, e′ y eN respectivamente. La siguiente

proposición establece la relación de orden posible entre los

mismos según los casos.

Proposición 15: Sea U una uninorma conjuntiva con ele-

mento neutro e ∈]0, 1[ y U ′ una uninorma disyuntiva con

elemento neutro e′ ∈]0, 1[. Sea N una negación continua

con punto fijo eN y sea IU ′,N la correspondiente (U,N)-
implicación. Si IU ′,N verifica el U -Modus Ponens respecto

de U entonces,

Si e′ < eN , necesariamente se tiene que cumplir e′ <
eN < e, y

Si e′ = eN , necesariamente se tiene que cumplir e′ =
eN ≤ e.

Notemos que el caso e′ > eN no está incluido en la

proposición anterior. Ello es debido a que en dicho caso, no

hay restricciones iniciales para la posición de e con respecto

a los valores e′ > eN .

El siguiente paso en nuestra investigación será realizar un

estudio del U -Modus Ponens para (U,N)-implicaciones deri-

vadas de uninormas de cada una de las clases posibles teniendo

en cuenta los resultados anteriores. Esto es, un caso para

(U,N)-implicaciones derivadas de uninormas representables

disyuntivas U ′, otro para las derivadas de uninormas U ′ de

Ucos,mı́n con λ = 0 y otro para las derivadas de uninormas

idempotentes U ′ con g′(0) = 1.

III-A. Caso en el que U ′ es una uninorma representable

Vamos a tratar en esta sección con uninormas disyuntivas

representables del tipo U ′ ≡ 〈e′, h′〉rep. En este caso la corres-

pondiente (U,N)-implicación derivada de U ′ y la negación N
viene dada por

IU ′,N (x, y) = h′−1(h′(N(x)) + h′(y))

para todos x, y ∈ [0, 1], con el convenio +∞ − ∞ = +∞.

Recordemos también que, a partir de una uninorma repre-

sentable disyuntiva U ′ ≡ 〈e′, h′〉rep, se obtiene la negación

2Recordemos que las negaciones continuas son las más utilizadas en lógica
borrosa y que contienen, en particular, a las negaciones fuertes (aquellas que
son involutivas) y también a las estrictas (aquellas que son estrictamente
decrecientes y continuas).
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fuerte Nh′(x) = h′−1(−h′(x)) para todo x ∈ [0, 1], que es

usualmente conocida como la negación fuerte asociada a U ′.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, se pueden obtener

en este caso los siguientes resultados parciales.

Proposición 16: Sea U una uninorma conjuntiva con ele-

mento neutro e ∈]0, 1[, U ′ ≡ 〈e′, h′〉rep disyuntiva, N una ne-

gación borrosa e IU ′,N la correspondiente (U,N)-implicación.

Si U ≤ U ′ y N ≤ Nh′ entonces IU ′,N verifica el U -Modus

Ponens respecto de U .

En el caso en que la negación considerada N coincida con

la negación fuerte asociada Nh′ , la condición U ≤ U ′ se

convierte en necesaria y suficiente como se ve en el siguiente

resultado.

Proposición 17: Sea U una uninorma conjuntiva con ele-

mento neutro e ∈]0, 1[, U ′ ≡ 〈e′, h′〉rep disyuntiva, N = Nh′

la negación fuerte asociada a U ′ e IU ′,N la correspondien-

te (U,N)-implicación. Entonces IU ′,N verifica el U -Modus

Ponens respecto de U si y solo si U ≤ U ′.

Damos a continuación algunos ejemplos de (U,N)-
implicaciones, basadas en uninormas disyuntivas representa-

bles, que verifican el U -Modus Ponens.

Ejemplo 18: A partir de resultados anteriores podemos

presentar los siguientes ejemplos de (U,N)-implicaciones que

verifican el U -Modus Ponens.

i) Sea U ′ ≡ 〈e′, h′〉rep una uninorma representable dis-

yuntiva con elemento neutro e′ ∈]0, 1[ y N = Nh′ la

negación fuerte asociada a U ′. En estos casos, es sabido

que la t-norma TU ′ y la t-conorma SU ′ subyacentes son

estrictas. Consideremos entonces las uninormas de Umı́n

dadas por

U0 ≡ 〈TU ′ , e′, SU ′〉mı́n y U1 ≡ 〈mı́n, e′, SU 〉mı́n,

donde SU es cualquier t-conorma. Entonces resulta claro

que U0 ≤ U ′ pero en cambio U1 6≤ U ′. De esta manera,

a partir de la proposición 17, tenemos que IU ′,N verifica

el U -Modus Ponens respecto de U0 pero no lo verifica

respecto de U1.

ii) Tomemos en este caso la uninorma dada por U ′(x, y) =
{

1 si (x, y) ∈ {(1, 0), (0, 1)},
xy

(1−x)(1−y)+xy
en cualquier otro caso.

Se sabe que U ′ es una uninorma disyuntiva representable

con elemento neutro e′ = 1
2 y generador aditivo h′(x) =

log
(

x
1−x

)

(ver [11]). Más aún, su negación asociada es

la negación clásica Nc(x) = 1 − x. De este modo, si

tomamos la uninorma de Umı́n dada por U(x, y) =










2xy si x, y ≤ 1/2,

2x+ 2y − 2xy − 1 si x, y ≥ 1/2,

mı́n(x, y) en cualquier otro caso,

podemos ver fácilmente que U ≤ U ′ y, considerando

cualquier negación borrosa N tal que N ≤ Nc, la

correspondiente (U,N)-implicación IU ′,N verifica el U -

Modus Ponens respecto de U (aplicando simplemente la

proposición 16).

Precisamente, debido a las restricciones de espacio, en

las secciones siguientes nos limitaremos a dar sendos ejem-

plos de (U,N)-implicaciones verificando el U -Modus Ponens,

basadas en uninormas disyuntivas pertenecientes a la clase

correspondiente. Dejaremos en cambio el estudio exhaustivo

de estos casos para un trabajo futuro.

III-B. Caso en el que U ′ es una uninorma de Ucos,mı́n con

λ = 0

Damos en este caso el siguiente ejemplo que demuestra

la existencia de numerosas (U,N)-implicaciones verificando

el U -Modus Ponens basadas en uninormas disyuntivas de

Ucos,mı́n con λ = 0.

Ejemplo 19: Consideremos U ′ una uninorma disyuntiva de

Ucos,mı́n con λ = 0, digamos U ′ ≡ 〈0, T, u, (R, e′)〉cos,mı́n.

Consideremos cualquier uninorma U de Umı́n con elemento

neutro e = u cualquier negación borrosa continua N con punto

fijo eN = u y tal que N(x) < 1 para todo x > 0. Entonces,

la (U,N)-implicación derivada de U ′ y de N verifica siempre

el U -Modus Ponens respecto de U .

III-C. Caso en el que U ′ es una uninorma idempotente con

g(0) = 1

El siguiente ejemplo muestra que existen numerosas (U,N)-
implicaciones que verifican el U -Modus Ponens, en este caso

basadas en uninormas idempotentes disyuntivas con g(0) = 1.

Ejemplo 20: Consideremos una negación fuerte N con

punto fijo e ∈]0, 1[ y sean U y U ′ las uninormas idempotentes

dadas respectivamente por:

U(x, y) =

{

mı́n(x, y) si y ≤ N(x),

máx(x, y) si y > N(x),

y

U ′(x, y) =

{

mı́n(x, y) si y < N(x),

máx(x, y) si y ≥ N(x).

Claramente tenemos que U es conjuntiva, U ′ es disyuntiva y la

(U,N)-implicación derivada de U ′ y N verifica el U -Modus

Ponens respecto de U .

IV. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

El Modus Ponens es la regla borrosa básica comúnmente

utilizada en el razonamiento aproximado y el control borroso

para manejar inferencias borrosas. De este modo, es lógico

requerir a la conjunción y a la implicación borrosas que se

vayan a usar en los procesos de inferencia, que verifiquen la

inecuación funcional asociada al Modus Ponens. Habitualmen-

te, se usa una t-norma para modelizar la conjunción borrosa

pero, cada vez más, se utiliza también una uninorma conjuntiva

en su lugar, lo que nos lleva a considerar el llamado U -Modus

Ponens.

Dicha propiedad ya ha sido estudiada para implicaciones

residuadas derivadas de uninormas (RU -implicaciones) en

[21], [22]. Siguiendo en la misma lı́nea, en este trabajo hemos

iniciado el estudio para (U,N)-implicaciones, es decir para
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215

implicaciones derivadas de uninormas disyuntivas y nega-

ciones borrosas. Hemos visto que, de entre las clases de

uninormas disyuntivas más habituales, solo existen soluciones

en los casos de (U,N)-implicaciones derivadas de uninormas

representables, de uninormas en Ucos,mı́n con λ = 0 y de

uninormas idempotentes con g(0) = 1. Hemos dado ejemplos

en cada uno de los tres casos, aunque, mientras que el

caso relativo a uninormas representables ha sido resuelto con

detalle, un estudio exhaustivo de los otros dos casos se ha

dejado para un trabajo futuro.

Queremos especificar que como trabajo futuro, además del

ya mencionado, pretendemos extender nuestro estudio a otros

tipos de implicaciones como son las h y (h, e)-implicaciones

recientemente introducidas en [23]. Finalmente, es nuestra

intención desarrollar también un estudio similar de una ge-

neralización mediante uninormas de la regla de inferencia del

Modus Tollens.
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I. RESUMEN

La caracterización y representación de los conectivos lógi-

cos borrosos es una de las principales lı́neas de investigación

en el campo teórico en lógica borrosa. Como consecuencia de

este estudio, se ha conseguido caracterizar de forma axiomáti-

ca un gran número de familias de conectivos lógicos borrosos.

Por un lado, en el campo de las funciones de agregación, se

han caracterizado varias familias de t-normas y t-conormas,

cópulas y uninormas, entre otros operadores. Por otro lado,

hay que destacar el esfuerzo de muchos investigadores en la

caracterización de las familias de funciones de implicación

borrosa. Ası́, se han caracterizado las (S,N)-implicaciones

con N una negación borrosa continua, las R-implicaciones

generadas a partir de t-normas continuas por la izquierda,

sus respectivas generalizaciones derivadas de uninormas, las

implicaciones f y g-generadas de Yager o las h-implicaciones,

entre otras. La importancia de estos operadores radica en

el gran número de aplicaciones que tienen en campos tan

diversos como el razonamiento aproximado, el control borroso,

el procesamiento de imágenes o la minerı́a de datos. Se pueden

consultar todas estas aplicaciones, en [1] y [2].

Una de las razones por las que las funciones de implicación

borrosas son tan utilizadas es la flexibilidad existente en su

definición:

Definición 1: Una operación binaria I : [0, 1]2 → [0, 1] se

llama una función de implicación borrosa si satisface:

(I1) I(x1, y) ≥ I(x2, y) cuando x1 ≤ x2, para todo

y ∈ [0, 1].
(I2) I(x, y1) ≤ I(x, y2) cuando y1 ≤ y2, para todo

x ∈ [0, 1].

(I3) I(0, 0) = I(1, 1) = 1 e I(1, 0) = 0.

Esta definición permite la existencia de una infinidad de

familias de funciones de implicación borrosas. Cada una de

estas familias satisface alguna propiedades adicionales que

son útiles para algunas de las aplicaciones anteriormente

mencionadas. De esta manera, dependiendo de la aplicación

considerada, se puede escoger la función de implicación

borrosa que satisface las propiedades adicionales deseables.

Sin embargo, esta necesidad de disponer de un repertorio

extenso de estos operadores ha tenido un efecto no deseado.

En los últimos años, se han propuesto multitud de familias,

algunas de una complejidad notable, cuya caracterización se

desconoce. Esto ha provocado la aparición de familias, que

aunque fueron presentadas como nuevas familias, después de

estudiarlas en profundidad y obtener su caracterización, se

demostró que tenı́an intersección o incluso que coincidı́an

con familias ya conocidas. Por tanto, es de suma importancia

caracterizar las familias de funciones de implicación borrosas

introducidas hasta la fecha para conocer el comportamiento de

cada familia y su relación con las demás.

Este ha sido el objetivo de los artı́culos [5] y [6]. En estos

trabajos, se han caracterizado cuatro familias de funciones

de implicación borrosas derivadas de cópulas y que fueron

introducidas en [3] y [4] con la idea de combinar tanto la

imprecisión modelada mediante los conceptos borrosos como

la aleatoriedad proveniente de la teorı́a de probabilidades.

Estas familias son las siguientes:

1) Implicaciones probabilı́sticas:

IC(x, y) =

{

1 si x = 0,
C(x,y)

x
si x > 0,

donde C es una cópula que satisface C(x1, y)x2 ≥

C(x2, y)x1 para todo x1 ≤ x2 e y ∈ [0, 1].
2) Implicaciones de supervivencia:

I∗C(x, y) =

{

1 si x = 0,
x+y−1+C(1−x,1−y)

x
si x > 0,
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donde C es una cópula que satisface C(1−x1, 1−y)x2−

C(1−x2, 1−y)x1 ≥ (1−y)(x2−x1) para todo x1 ≤ x2

e y ∈ [0, 1].
3) Implicaciones S-probabilı́sticas: ĨC(x, y) = C(x, y) −

x+ 1 donde C es una cópula.

4) Implicaciones de S-supervivencia: Ĩ∗C(x, y) = y+C(1−
x, 1− y) donde C es una cópula.

Concretamente, en [5] se obtiene la caracterización de las

implicaciones S-probabilı́sticas y de las implicaciones de

S-supervivencia. En dicha caracterización, juegan un papel

importante tanto el concepto de negación natural de una

implicación dada por NI(x) = I(x, 0), como las propiedades

adicionales siguientes:

El principio de neutralidad por la izquierda,

I(1, y) = y, y ∈ [0, 1]. (NP)

El 2-crecimiento,

I(x2, y1)+I(x1, y2) ≤ I(x1, y1)+I(x2, y2), (2− IC)

para todo x1 ≤ x2 e y1 ≤ y2.

En este punto, la caracterización es la siguiente:

Teorema 2: Sea I : [0, 1]2 → [0, 1] una función binaria.

Entonces las afirmaciones siguientes son equivalentes:

i) I satisface (NP), (2-IC), NI(x) = Nc(x) = 1 − x e

I(0, y) = I(x, 1) = 1 para todo x, y ∈ [0, 1].
ii) I es una implicación material generada por una co-

cópula D y la negación borrosa Nc, i.e., I(x, y) =
D(1− x, y).

iii) I es una implicación S-probabilı́stica generada por una

cópula C.

iv) I es una implicación de S-supervivencia generada por

una cópula C ′.

Además, las expresiones de D, C y C ′ son únicas y vienen

dadas por

D(x, y) = I(1− x, y),
C(x, y) = I(x, y) + x− 1,
C ′(x, y) = I(1− x, 1− y) + y − 1,

para todo x, y ∈ [0, 1].
La relevancia de este resultado radica en el hecho que se

demuestra que las familias de implicaciones S-probabilisticas

y de S-supervivencia son en realidad la misma y además,

coinciden con las implicaciones materiales generadas por una

co-cópula y Nc. Ası́, cualquier futuro estudio relativo a estas

implicaciones puede centrarse en una sola de estas familias y

los resultados pueden ser fácilmente reescritos en términos de

las otras familias.

Un estudio similar se lleva a cabo en [6] para las familias de

implicaciones probabilı́sticas e implicaciones de superviven-

cia. En dicho trabajo, se obtienen las caracterizaciones de estas

familias demostrando de nuevo que ambas familias coinciden.

El siguiente resultado aporta dicha caracterización.

Teorema 3: Sea I : [0, 1]2 → [0, 1] una función binaria.

Entonces las afirmaciones siguientes son equivalentes:

i) I es una implicación probabilı́stica derivada de una

cópula C.

ii) I es una implicación de supervivencia derivada de una

cópula C ′.

iii) I satisface (I1), (NP), I(0, y) = 1 para todo y ∈ [0, 1],
la propiedad

x2I(x2, y1) + x1I(x1, y2) ≤ x1I(x1, y1) + x2I(x2, y2)

para todo x1 ≤ x2 e y1 ≤ y2 y

NI(x) = ND1
(x) =

{

1 si x = 0,
0 en otro caso.

Además, las expresiones de C y C ′ son únicas y vienen dadas

por

C(x, y) = xI(x, y),
C ′(x, y) = x+ y − 1 + (1− x)I(1− x, 1− y),

para todo x, y ∈ [0, 1].
La coincidencia de estas dos familias puede demostrarse de

forma alternativa usando el concepto de cópula de supervi-

vencia C∗ que a partir de una cópula C, se construye como

C∗(x, y) = x+y−1+C(1−x, 1−y) para todo x, y ∈ [0, 1].
Teorema 4: Sea C una cópula y sea I una función binaria.

Entonces I es una implicación probabilı́stica derivada de la

cópula C si, y sólo si, I es una implicación de supervivencia

derivada de la cópula C∗. Esto es, IC = I∗C∗ o, equivalente-

mente, IC∗ = I∗C .

En resumen, las caracterizaciones obtenidas en los artı́culos

[5] y [6] han permitido, por una parte, reducir cinco familias de

funciones de implicación borrosas a dos únicas familias y por

otra parte, clarificar su estructura y propiedades adicionales.

Esto permitirá simplificar el estudio de dichas familias y

facilitar su aplicación en cualquier campo donde las funciones

de implicación borrosa han demostrado su utilidad.
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