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Abstract—In this paper the new concepts of O(f(n))-increa-
sing ¢-recursive and O( f(n))-decreasing i-recursive computable
aggregation and expansion function are proposed to describe
the computational cost of recursive computational aggregations
when the universe of the discourse is increased or decreased are
related. The complexity costs of the expansion functions with the
complexity costs of its recursive computational aggregations.

I. INTRODUCTION

As stressed in [11], much effort is needed in analyzing the
properties of the algorithms we apply to solve aggregation
problems in practice. In fact, in [11] , the authors pointed out
that it is the avaliable algorithm what defines each aggregation,
making feasible a specific solution to each possible problem,
of course depending on decision maker’s tools and capac-
ities. Such computable aggregations come with a protocol
that enables us to face aggregation problems in a specific
general framwork. For example, when the cardinal of data
is not being fixed, or cannot be a priori fixed. In particular,
recursive aggregations [4], [5], [6], [7], [9] are a special kind
of computable aggregations that play a strong role when the
universe is modified. The computational cost is critical when
it is necessary to process a huge amount of data.

When recursive aggregations are used it is necessary to
know the cost to recompute the new value of the aggrega-
tion if the universe is changed adding or removing data. In
this paper, two new concepts are proposed to describe the
computational cost of recursive computational aggregations
when the universe of the discourse is modified by adding
or removing an element. On the one hand, the O(f(n))-
increasing ¢-recursive computable aggregations is a set of
recursive computable aggregations that have a computational
cost bounded by f(n) when an element is added to the
universe. The expansion function of a computable recursive
aggregation allows to know its computational cost. On the
other hand, the O(f(n))-decreasing v-recursive computable
aggregations are defined in similar way when an element is
removed from the universe.

II. PRELIMINARIES

The concept of computational complexity cost of an algo-
rithm is an important consideration in computer sciences as
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a degree to measure the quality and usability of programs. It
can be measured in terms of time or memory usage, but it is
usually measured in terms of number of operations, and how
this number grows as the size of data grows comparing with
a function or order in which adding constants, multipliers or
lower order functions do no affect the main kind of growing
of the higher order.

Definition 1. [3] Let f : N — R be a function. The set of
functions in the order of f, O(f), are defined as follows:

O(f)={9: N>R |3IceR,ny € NVn>ng
g(n) <cf(n)}

The order of f contains all the functions that grows up slower
than f.

Definition 2. /3] Let f : N — R be a function. The
computational complexity of f, ©(f), is defined as follows:

O(f)={9g: N>R |3Je,d e R,ny € NVn >nyg
df(n) < g(n) < cf(n)}

Definition 3. /3] Let f,g : N — R be two functions. It is said
f has a complexity lower than g if O(f) C O(g)

Proposition 1. [3] Let q,a be two real numbers such that
q>1and a > 1. Then:

O(1) € O(log(n)) C O(n) C O(n?) C O(a™) C O(n!)

In the following definition the most usual types of complex-
ity are introduced.

Definition 4. /3] Let g : N — R* be a function. Then:

« ¢ has constant complexity if g belongs to O(1), i.e, if g
grows up as fast as f(n) = 1.

e ¢ has logarithmic complexity if g belongs to O(log(n)),
i.e, if g grows up as fast as f(n) = log(n).

e ¢ has linear complexity if g belongs to ©(n), i.e, if g
grows up as fast as f(n) = n.

¢ has polynomial complexity if g belongs to ©(n?) for
some ¢ > 1, i.e, if g grows up as fast as f(n) = nd.

« ¢ has exponential complexity if g belongs to ©(a™) for
some a > 1, i.e, if g grows up as fast as f(n) = a™.
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e g has factorial complexity if g belongs to ©(n!), i.e, if g
grows up as fast as f(n) = nl.

Definition 5. [3] The computational complexity cost of an
algorithm is the order of the function that gives the computing
time of the algorithm.

It is possible a definition of computational complexity
cost focusing on the number of operations to complete the
algorithm:

Definition 6. [3] The computational complexity cost of an
algorithm is the order of the function that gives a bound for
the number of operations of the algorithm.

Definition 7. [1] A L list is an Abstract Data Type (ADT)
that represents a sequence of values. A list can be defined by
its behavior and its implementation must provide at least the
following operations:

o Test whether a list is empty or not.

o Add a value.

e Remove a value.

o Compute the length (number of values) of a list.

A list can be defined under a template data. For example, a
list L < [0,1] > is a list of values in [0, 1].

Talking about complexity of algorithms implies to show the
code of them. There are a lot of programming languages (C++,
Python, Java,...). Python is a easy to understand programming
language. Even if you do not know Python, you can understand
a program written in Python. That is the reason why the
programs are written in Python in this paper. All programs here
showed can be rewritten in any other programming language.

Definition 8. [5] A left-recursive connective rule is a family
of connective operators:

(Ag : [0,1]™ = [0,1])n>1
such that there exists a sequence of binary operators:
(Ly : 0,12 = [0,1])n>1

verifying:

. Ag(al, ag) = Lg(al, ag)

e Ag(ay...,an) = Ly(Ag(aq,..

2

for some ordering rule .

In similar way a right-recursive connective rule can be
defined.

A right-recursive connective and left-recursive connective
rule is called recursive connective rule.

Sy Qn_1),ay) for all n >

Definition 9. [2] An aggregation operator is a mapping Ag :
[0,1]™ — [0, 1] that satisfies:

1) Ag(0,0...,0) =0 and Ag(1,1,..,1) = 1.

2) Ag is monotonic.

There exists some other proposals to fusion information
as the pre-aggreation functions that introduce the concept

of directional monotonicity and have been useful in some
applications.

Definition 10. [/0] A mapping F : [0,1]" — [0,1] is a n-
dimensional pre-aggregation function if it satisfies:
o There exists a real vector r € [0,1]" with v # 0 such
that is r-growing.
e F(0,...,0=0)and F(1,...,1=1).

Next definition shows a wider point of view about aggre-
gation. It is possible to extend the domain of aggregations to
lists of elements L with generic types 1". For example, 1" can
be an image and the aggregation that process it can make the
fussion of images.

In this paper of article, we will focus on the aggregations
that can be computed using a program and the cost of
computation of these aggregations.

Definition 11. [/1] Let L < T > be a list of n elements of
type T. A computable aggregation Ag. is a program P that
transforms the list L < T > into an element of T.

Definition 12. [8] Let L = {x1,...,z,} be a list of values.

A computable aggregation rule Ag. is recursive if there exists
a mapping ¢ : [0,1]?> — [0, 1] such that:

| a, if lenght(L) = 1;

Age(L) = { d(Age(z1, ..., Tn—1),xy), if lenght(L) > 1.

Definition 13. /8] A computation aggregation rule is expan-
sible if there exists a mapping ¢ : [0,1]*> — [0,1] satisfying
the following property:

Age(L1 U L) = ¢(Age(L1), Age(L2))

where ¢ is an algorithm with linear or lower computational
complexity cost.

Note. Let Comp, Rec and Exp be the computable aggre-
gations, the recursive aggregations and the expansible aggre-
gations respectively. Then:

Exp C Rec C Comp

Talking about complexity of algorithms implies to show the
code of algorithms that implement them. There are a lot of
programming languages (C++, Python, Java,...). Python is a
easy to understand programming language. Even if you do not
know Python, you can understand a program written in Python.
That is the reason why the programs are written in Python in
this paper. All programs here showed can be rewritten in any
other programming language.

III. INCREASING ¢-RECURSIVE COMPUTABLE
AGGREGATIONS RULES

Let L = {z1,...,z,} be a list of values and n its length.

Definition 14. A computable aggregation rule Ag. is
O(f(n))-increasing ¢-recursive if there exists a mapping
¢ :[0,1]% x L — [0,1] such that:

T, ifn=1;
P(Age(z1, ...y Tn-1))sTn,{T1,..., Tn-1}), ifn>1L

o Ag.(L)= {
e ¢ has a O(f(n)) complexity cost.
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Definition 15. A O(f(n))-increasing ¢-recursive computable
aggregation rule Ag. is non depending of length L if there
exists a mapping ¢ : [0,1]? — [0, 1] such that:

T,

P A=\ Gag(er, . mar)) an)
o ¢ has a O(f(n)) complexity cost.

ifn=1;
ifn>1.

Next lemmas relate types of increasing ¢-recursive com-
putable aggregations with recursive computable aggregations
and explansible computable aggregations given in Definition
12 and Definition 13.

The next two lemmas are trivial:

Lemma 1. A recursive computable aggregation is O(f(n))-
increasing ¢-recursive for some f(n).

Lemma 2. If Ag. is an explansible computable aggregation,
then Ag. is a O(n)-increasing ¢-recursive computable aggre-
gation.

The following lemmas show some O(n)-increasing ¢-
recursive computable aggregations.

Lemma 3. Arithmetic mean is a O(1)-increasing ¢-recursive
computable aggregation.

Proof. Age(x1,...,Zpt1) =
1 n+1 1 n
=SS Y1 Ti = (i T+ Tng) =
nL_;'_l Zi:l z; + nL_H:Cn—i-l = nL_HAgc(Ih B 7:1771,) +
TLL_Hx'rHJ
1
So ¢(z,y,n) = g+ Y-

S Zn})

.,Tp}) is known and when n is

The next two programs compute ¢(x,y, {z1,..
when n (length of {1, ..
not known:

e n 1s known:

Lemma 5. Bounded sum (min{l,% .  x;}) is a O(1)-
increasing ¢-recursive computable aggregations.
Proof. There exist three cases:
1) If Age(z1,...,2,) =1, then Ag.(x1,..
2) If Age(x1,...,2,) < 1 and Ag.(z1, ..

. ,.’II»,H_:[) =1
. 733'”) +Xpy1 2

def phi(x,y,n):
return (nxx+y)/(n+1)

So ¢ is O(1) complexity.
e n is unknown:

def phi(x,y.,1):
n=len (1)
return (n*xx+y)/(n+1)

Then, it is O(n) complexity to compute length(l).
O

Lemma 4. The Product computable aggregation is a O(1)-
increasing ¢-recursive computable aggregation.

Proof. Age(x1,...,Zn41) =
= H::rll Tj = Tn41 * H?:l T
So ¢(x,y) = xxy, which have a O(1) constant complexity
cost.
The next program computes ¢(z,y):

def phi(x,y):
return xxy

So ¢ is O(1) complexity. O

1, then Ag.(x1,...,Zpt1) =1
3) If Age(x1,...,2n) + Tpi1 < 1, then
Age(z1, -y Tnt1) = Age(T1, ., Tn) + Tnga
The next program computes ¢(z,y):
def phi(x,y):
if x==1:
res=1
else:
if x+y>=1I:
res=1
else:
res x+y
return res
with O(1) constant complexity cost. O

Lemma 6. Geometric mean is a O(1)-increasing ¢-recursive
computable aggregations if n is known.

Proof. Age(x1,...,Tpt1) =
= (e = (@]l =)™ =
() 71 (TTy 20) ™0 = () 751 ([T, 20) ) 750
= (zp) T Age(T1, ..., Tp)) "+
S0 ¢(x,y) = 7Tk yT,
The two next programs compute ¢(z,y, {z1,...,2,}) de-

pending if n (length of {z1,...,z,}) is known or not:

e n 1S known:

def phi(x,y,n):
return res xxx(n/(n+1))*xy**(n/(n+1))

So ¢ is O(1) complexity.
e 7 is unknown:

def phi(x,y,1):
n=len (1)
return res xx*xx(n/(n+1))*xy**(n/(n+1))

So ¢ is O(n) complexity cost.
O

Lemma 7. The forward and backward aggregations (Agl,
and Agl,) over the binary operator A are O(c(x,y))-
increasing ¢-recursive computable aggregations.

Proof. Let A(x,y) be a binary operator and let ¢(z,y) be its
complexity.

Al (@, }) = A(AgL, ({21, 2} Tn ).

Then ¢(z,y) = A(x,y) and ¢(x,y) is computed with
O(c(x,y)). So Agl is a O(c(x,y))-increasing ¢-recursive
computable aggregation.

In similar way it is possible to prove Ag’, is a O(c(z,y))-
increasing ¢-recursive computable aggregation.

O

Corollary 1. Minimum, Maximum, Product, Forward and
Backward aggregations are non depending of length increas-
ing ¢-recursive computable aggregations.
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[ Aggregation [ ) | Complexity of ¢ ]
Arithmetic mean Tt %_Hy 0O(1),0(n)
Minimum min{z,y} O(1)
Maximum max{z,y} O(1)
Product T kY O(1)
Bounded sum See program O(1)

Geometric mean aPT x y = O(1),0(n)

Agh (o, and) | Alzy) O(c(z,y))

Aglc)n({x17vx’ﬂ}) A(I,y) O(C(I, y))
TABLE T

EXPANSION FUNCTIONS COMPLEXITY COST OF SOME INCREASING
¢-RECURSIVE COMPUTABLE AGGREGATIONS.

Proof. Trivial. O

Lemma 8. Let Ag?(f(")) and Ag?(g(")) be the sets of
O(f(n))-increasing ¢-recursive and O(g(n))-increasing ¢-
recursive computable aggregations respectively. If f(n) be-
longs to O(g(n)), then

Agé?(f(n)) C APl
Proof. Trivial. O

Theorem 1. Let ¢ be the expansion function of Ag.. If the
complexity of ¢ is O(f(n)) then Ag. is approachable with
complexity ©(n * f(n)).

Proof. Let f(n) be the function that represents the computing
time of ¢. The next algorithm computes Ag.(x1,...,%n)
using ¢:

def phi(y,x):

def Ag_c(psi,l):
for x in 1:
aux=phi (aux,x)
return aux

e % has a O(f(n)) complexity cost.

Lemma 9. Arithmetic mean is a O(1)-decreasing 1-recursive
computable aggregation.

Proof. Agc(z1,...,7,) =

121 1'rt - = l(Z? llxl + xn) =

%Zz 1 7+ LTn = ($17...,$n_1)—|—
T e,
So Agc(zl""’xn—l) = " 1(Ag('(x17"'7xn) - nllzn)
and Y(z,y,n) = 15 —5yin Q= R2.

The next program compute ¥ (x,y, {z1,...,
ing if n (length of {x1,...,
e n is known:

x,}) depend-
x,}) is known or not:

def phi(x,y,n):
return n/(n—1)xx—1/(n—1)y

So ¢ is O(1) complexity.
e n is unknown:

def phi(x,y,1):
n=len (1)
return n/(n—1)*x—1/(n—1)y

So ¢ has O(n) complexity for the computation of
length(L).
O

Lemma 10. Minimum and Maximum are O(1)-decreasing -
recursive computable aggregations.

The number of times that the code of the loop for is
executed depends on the length of list 1, n. So Ag. takes
a computing time n * f(n). O

Corollary 2. If ¢ has a polynomial complexity cost, then Ag,
has a polynomial complexity cost.

Proof. If ¢ has a polynomial complexity its computing time
is f(n) = k*n® for some a. Then, due to Theorem 1 the
computing time for Ag. using ¢ is k' * n * k * n® = k''not!,
So the computing time of Ag,. belongs to ©(n®*!) which is
also polynomial complexity cost.

O

IV. DECREASING %-RECURSIVE COMPUTABLE
AGGREGATIONS RULES

Let Q) be a region in R? such that Q C R2.

Definition 16. Let L = {x1,...,2z,} be a list of values. A
computable aggregation rule Ag. is O(f(n))-decreasing -
recursive in Q if there exists a mapping v : [0,1]2 — [0,1]
such that:

o For all

W(Age(z1, -

(x,y) in Q Ag.(L \ {zn}) =
wTy)), Ty) if lenght(L) > 1

Proof. If min{z1,...,z,} < Xy, then min{ay, ..., -1} =
min{zy,...,2,} and Age(z1,...,Tn—1) = Age(T1,...,Tp).
So Q:{(z,y):xz <y}

The next program computes ¥ (x,y):
def psi(x,y):

return x

The complexity of ¢(z,y,1) is O(1) in 2.

Similar considerations can be done for Maximun. O

Lemma 11. Product is a O(1)-decreasing 1-recursive com-
putable aggregation.

Proof. Age(x1,...,2,) =
= H?:1 Ti = Tp * H;:ll i
So Age(z1,...,&n) = Ty x Age(z1, . ..

x/y.
The next program computes ¥ (x,y):

7xn—1) and ¢($a y) =

def psi(x,y):
return x/y

So 1 has O(1) constant complexity cost. O

Lemma 12. Geometric mean is a O(1)-decreasing -
recursive computable aggregations if n is known.

Proof. Age(x1,...,Zpn_1) =

= (= fle)n; = RIS =77 =
;1;1”((1_11 lx)ﬁ)n t= xlnAgC(x17“'7 )7171
So ¢(z,y,n) = Lot O

The next program computes ¢ (x,y,n):
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[ Aggregation 7 [ Complexity of ) [ Q|

Arithmetic mean | "oz + ﬁy 0O(1),0(n) R?
Product x/y o(1) R?
Geometric mean ixm O(1),0(n) R2

Minimum x O(1) z <y

Maximum x O(1) >y

Bounded sum zT—y O(1) <1

TABLE

EXPANSION FUNCTIONS COMPLEXITY COST OF SOME DECREASING
1)-RECURSIVE COMPUTABLE AGGREGATIONS.

def phi(x,y,n):
return res xx*x*(n/(n—1))/y

So ¢ has O(1) constant complexity cost if n is known.

Lemma 13. Bounded sum (min{l,% "  x;}) is a O(1)-
decreasing -recursive computable aggregations.

Proof. If Age(z1,...,2,) < 1, then Ag.(x1,...,2p-1) =
Age(x1,. o ) — Tp. S0 Q: {(x,y) 1z < 1}
The next program computes ¥ (x,y):

def phi(x,y):

if x<l:

res=x—y

return res

So 1 has O(1) constant complexity cost. O

Lemma 14. Let Ag.o(f(n)) and Ageco(g(n)) be the sets of
O(f(n))-decreasing -recursive and O(g(n))-decreasing 1-
recursive computable aggregations respectively. If f(n) be-
longs to O(g(n)), then

Ageo(s(n)) € Ageo(g(n))
Proof. Trivial. O

V. CONCLUSIONS

The main goal in this paper is to study the behaviour of com-
putable recursive aggregations when the universe of discourse
is changed. It is possible to classify computable recursive
aggregations by the complexity of their expansion and the
reduction function complexity cost. Moreover, it is found a
relation between the complexity of a computable recursive
aggregation and its expansion function cost complexity.
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Resumen—Se proporcionan dos caracterizaciones geométricas
de las relaciones borrosas reflexivas y simétricas definidas posi-
tivas basadas en la inmersion isométrica de sus pseudodistancias
naturalmente asociadas respecto a las t-normas arquimedianas
continuas con generadores aditivos 7(x) = arccosx y #(x) =1 —x.

Dada la importancia de la t-norma Ty...osx con generador
aditivo 7(x) = arccosx en estas caracterizaciones, también se
caracterizara dicha t-norma.

Palabras clave: t-norma, t-norma arquimediana continua,
generador aditivo, relacion de T7-indistinguibilidad, distancia,
matriz definida positiva, determinante de Cayley-Menger.

I. INTRODUCCION

En el volumen 157 de la revista Fuzzy Sets and Systems
aparecen publicados dos articulos ( [8], [13]) que estudian
la relacién entre la propiedad de ser definida positiva y la
transitividad de una relacion borrosa reflexiva y simétrica
desde dos puntos de vista diferentes. En [13] el interés estd
en el estudio de medidas de similitud usualmente usadas en,
por ejemplo, quimica combinatoria mientras que en [8] el
foco esta puesto en la caracterizacién de kernels (ver también
[9]). Uno de los resultados mds importantes compartidos
por ambos articulos es que una relaciéon borrosa reflexiva y
simétrica es tres-definida semipositiva (ver Definicién I11.2)
si, y solo si, es Tyrccos-transitiva (es decir, una relacién de
Tarccos-indistinguibildad) donde Tycos €5 la t-norma arquime-
diana continua con generador aditivo #(x) = arccosx. En [13]
también se analiza la relacidn entre ser definida positiva y la
t-norma con generador aditivo 7(x) = /1 —x. La transitividad
respecto a esta t-norma también se considera en el estudio de
particiones borrosas en otro articulo del mismo volumen de
Fuzzy Sets and Systems [4]. Mds tarde, también en esta revista,
[3] insiste en considerar el problema abierto de caracterizar las
relaciones borrosas reflexivas y simétricas definidas positivas.

Es, en efecto, un problema interesante y el presente trabajo
proporciona dos caracterizaciones geométricas de dichas rela-
ciones. Tras una seccion de cuestiones preliminares, la seccién
IIT estudia y caracteriza la importante t-norma arquimediana
continua Tyrccos con generador aditivo #(x) = arccosx al rela-
cionarlo con la anulacién del determinante de relaciones de
T -indistinguibilidad unidimensionales (ver Definicién IIL.5).
Los resultados de la seccién IV proporcionan caracterizaciones
de una relacién borrosa reflexiva y simétrica definida positiva
A basadas en la inmersion isométrica de pseudodistancias
asociadas a A (Proposicion 11.9) mediante T Vs Y Tarccos €N
un espacio euclideo y en una hiperesfera.

M. Santos Tomads
Depto. Tecnologia de la Arquitectura
Universidad Politécnica de Cataluria
Barcelona
maria.santos.tomas@upc.edu

II. PRELIMINARES

Esta seccion contiene las definiciones y propiedades bdsi-
cas relativas a t-normas, relaciones de 7-indistinguibilidad y
matrices definidas positivas que se necesitardn a lo largo del
trabajo. Empecemos recordando la caracterizacién de las t-
normas arquimedianas continuas por sus generadores aditivos.

Proposicion I1.1. [7] Una t-norma T es arquimediana con-
tinua si, y sélo si, existe una funcion t : [0,1] — [0,0] decre-
ciente y continua con t(1) =0 tal que para todo x,y € [0,1]

T(x,y) =171 (x) +1(3)
donde 1=V es la pseudo inversa de t definida por

= (x) = { g_l(x) si x € [0,7(0)]

en caso contrario.
T es estricta si t(0) = e y no estricta en caso contrario. t
se denomina un generador aditivo de T y dos generadores
aditivos de la misma t-norma difieren solo en una constante
multiplicativa positiva.

A partir de una t-norma continua por la izquierda se puede
definir su residuacion y birresiduacién. Si la t-norma se usa
para modelizar la conjuncién 16gica, entonces su residuacién
y birresiduacién representan la implicacién y biimplicacion
l6gicas respectivamente.

Definicion IL2. [7] Sea T una t-norma continua por la
izquierda.

» La residuacion T de T es la aplicacion T : [0,1] x

[0, 1] — [0,1] definida para todo x,y € [0,1] por
T (x.y) =sup{oac € [0.1] | T(x.0) <y}.

s La birresiduacion T de T es la aplicacion T [0,1] x
[0,1] — [0,1] definida para todo x,y € [0,1] por
— — —
T (x,y) =min(T (x,y), T (,x))-
Proposicion IL3. [7] Sea T una t-norma arquimediana con-
tinua y t un generador aditivo de T. Entonces para todo
x,y€[0,1]

T (x,y) =712 (y) —1(x)).

T (x,y) =17 (jt(x) =1 (y)])-
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Necesitaremos el siguiente resultado que afirma que una
t-norma continua por la izquierda puede recuperarse de su
residuacion.

Proposicion 11.4. [1] Una t-norma es continua por la izquier-
da si, y sélo si, inf{a € [0,1] | T (x,a) >y} = T(x,y) para
todo x,y € [0,1].

Gracias a esta proposicion, una t-norma continua por la
izquierda puede recuperarse a partir de su residuacién y por
tanto la t-norma estd caracterizado por ella. No es el caso

cuando T no es continua por la izquierda tal como muestra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo ILS. [1] Consideremos las dos t-normas (no conti-
nuas por la izquierda) T\ y T, definidas por

T (.X y) — O Si ('xvy) S [07%] X [07%]
1 min(x,y) en caso contrario

| Ti(x,y) si(xy) #(
mien={ 157 307

— —
Tl#Tz pero T1= T2.

)
).

b

D= —
D=0 —

b

Las relaciones de indistinguibilidad son uno de los tipos
de relaciones borrosas mds importantes porque borrosifican
les conceptos de equivalencia e igualdad. Han sido estudiadas
extensivamente tanto desde el punto de vista tedrico como
aplicado. En [10] el lector puede hallar un panorama general
de dichas relaciones.

Definicion I1.6. [10], [15] Sea T una t-norma y X un
conjunto. Una relacion borrosa E en X es una relacion de
T -indistinguibilidad si, y solo si, para todo x,y,z € X

= E(x,x) = 1 (Reflexividad)

= E(x,y) = E(y,x) (Simetria)

= T(E(x,y),E(y,2)) < E(x,z) (T-transitividad).
Si E(x,y) =1 si, y s6lo si, x =y, entonces se dice que E separa
puntos.

Definicién I1.7. Una relacion borrosa reflexiva y simétrica E
en X se llama un relacion de proximidad o de tolerancia.

Las relaciones de indistinguibilidad estdn relacionadas con
distancias desde diferentes puntos de vista. Uno que se ne-
cesitard en la seccién IV es el resultado enunciado en la
Proposicién 11.9.

Definicion IL8. Sea X un conjunto. Una aplicacion d : X x
X — [0,00] es una pseudodistancia o pseudométrica si, y sélo
si, para todo x,y,z € X

= d(x,x)=0

- d(xay) = d(yvx)

= d(x,y)+d(y,2)) 2 d(x,2)
Si d(x,y) =0 si, y sdlo si, x =y, entonces d es una distancia
o métrica en X.

Proposicion IL9. [I4] Sea T una t-norma arquimediana
continua, t un generador aditivo de T y X un conjunto. Una re-
lacion borrosa E en X es una relacion de T -indistinguibilidad

si, y solo si, t(E) es una pseudodistancia en X. E separa
puntos si, y solo si, t(E) es una distancia.

Recordemos finalmente la definicion de matriz definida
positiva.

Definicion I1.10. Una matriz real A simétrica n X n es definida
positiva si ' A > 0 para todo vector no nulo i € R" y definida
semipositiva si ' A > 0.

Hay muchas caracterizaciones de las matrices definidas
positivas. La siguiente proposicién recuerda un par de ellas.

Proposicion I1.11. Sea A una matriz real simétrica n X n. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

= A es definida definida positiva.

= Todos los valores propios de A son positivos.

= Todos los menores principales de A son positivos, donde
el k-ésimo menor principal de A es el determinante de
su submatriz compuesta por sus k primeras filas y k
primeras columnas.

III. CARACTERIZACION DE Tyrccos

Tal como se menciond en la seccion introductoria, la t-
norma arquimediana continua Tyccos con generador aditivo
#(x) = arccosx desempefia un papel importante en la carac-
terizacién de las relaciones borrosas definidas semipositivas.
Por ejemplo, una relacién borrosa reflexiva y simétrica es
tres definida positiva (Definicién II1.2) si, y sélo si, es una
relacién de T cos-indistinguibilidad. Esto hace especial a esta
t-norma y merece la pena estudiarla con detalle. Ademads,
en la subseccion IV.1, Tyccos S€ Usard para caracterizar geo-
métricamente las relaciones borrosas reflexivas y simétricas
definidas positivas. En esta seccion se dard una caracterizacion
de esta t-norma a partir de relaciones de indistinguibilidad
unidimensionales (ver Definicién III.5).

La siguiente proposicién describe explicitamente la t-norma
Tarccos ¥ sus residuacion y birresiduacion.

Proposiciéon IIL.1. Para todo x,y € [0,1],

mdx(cos(arccosx + arccosy),0)

méx(xy — v 1 —x2y/1—32,0)

Tarccos (xa y)

—
T arccos (X, Y) cos(méx (0, arccosy — arccosx))

six<y

1
{ xy+V1I—x2/1—-32 six>y.

—

Ta.rccos(xay) =
= cos(arccosx —arccosy)

= xy+V1—-x2/1-—y%

Definicion IIL2. [13] Una relacion borrosa A reflexiva y
simétrica en un conjunto X = {x1,x2,...,x, } de cardinal n>?2

cos(]arccosx —arccosy|)
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es tres-definida semipositiva si para todo 0 < i,j.k < n,
i# j# ki la submatriz de A

1 a,-j Ak
aijj 1
Ajk  Aji 1

es definida semipositiva, donde A(x;,x;) = aj;.

En [8], [13] se da la siguiente caracterizacién de las rela-
ciones de tolerancia tres-definidas semipositivas.

Proposicion I11.3. /8], [13] Una relacion borrosa A reflexiva
y simétrica en un conjunto X es tres definida semipositiva si,
Y solo si, es Tyccos-transitiva (i.e.: es una relacion de Tyccos-
indistinguibilidad).

La proposicién anterior tiene esta bonita interpretacion
geométrica.

» SiA=(ajj)ij—123 es una matriz 3 x 3 definida positiva,
entonces es la matriz de un producto escalar < -,- >
y se pueden hallar tres vectores i],u>,u3 lincalmente
independientes con a;; =< if;,if; >. a; = 1 significa ghe
estos vectores son unitarios y el dngulo determinado por
i; y i; es por tanto arccosa;;. La Proposicién III.3 dice
que para que estos vectores existan estos dngulos deben
verificar la desigualdad triangular; en otras palabras, la
suma de dos de ellos debe ser mayor o igual que el otro.

= Se puede obtener otra interpretacién geométrica teniendo
en cuenta que arccosa;; también es la longitud del arco
que une los extremos de los vectores if; y i; con sus
origenes en el origen de coordenadas en la esfera de
centro el origen de coordenadas y radio 1. Asf la matriz
A es tres-definida semipositiva si, y s6lo si, las longitudes
de los tres dngulos satisfacen la desigualdad triangular.
Esto se generalizard en la subseccion IV.2.

La siguiente proposicién presenta la forma mds natural de
generar una relacién de T-indistinguibilidad a partir de un
subconjunto borroso de un universo X. Generaliza (borrosifica)
el hecho de que, en el caso crisp, un subconjunto (crisp) A C X
particiona X en dos partes: A y su complementario X — A.

Proposicion I11.4. [10], [14] Sea W un subconjunto borroso
de X y T una t-norma continua por la izquierda. La relacion
borrosa E, de X definida para todo x,y € X por

L g
Ep(xy) =T (1(x),1(y))
es una relacion de T-indistinguibilidad.

Definicion IIL5. /5], [10] Una relacion de T -indistinguibili-
dad de X de la forma E,; para algin subconjunto borroso |
de X se llama unidimensional.

Lema IIL.6. Sea T una t-norma arquimediana continua no
estricta, t un generador aditivo de T y WU un subconjunto
borroso de un conjunto X de cardinal finito. Entonces existe
un subconjunto borroso v normalizado tal que E, = E\.

Demostracion. Considérese k = max{—t(u(x)) | xeX} y v
definido para todo x € X por

v(x) =11 (1(u(x) +k).
= Vv es normalizado: Sea xp € X tal que k = —r(u(xp)).
Entonces V(xg) = ¢~ (t(1(x0)) —t(u(x0)) =171 (0) = L.
s By =E;:
Ey(x,y)
=17 ([ () + ) =1 (1 (1 () + )
= (e () — 1)) = B (3,).

)

O

Lema IIL7. Sea T una t-norma continua por la izquierda, X
un conjunto de cardinal finito y L un subconjunto borroso de
X constante. Entonces Ey(x,y) =1 para todo x,y € X y por
consiguiente el rango de Ey es 1 (rg(Ey) = 1).

Demostracion. Trivial. O

La siguiente proposicion caracteriza la t-norma Tyccos COMO
la tnica para la cual det(E,) = 0 para todo subconjunto
borroso de un conjunto de cardinal 3.

Proposicion IIL8. Sea X = {x,x,x3} un conjunto de cardi-
nal 3y T una t-norma continua por la izquierda. det(Ey) =0
para todo subconjunto borroso U de X si, y s6lo si T = Tyrccos-

Demostracion. Gracias al lema anterior podemos considerar
que el subconjunto u de X estd normalizado y, sin pérdida
de generalidad, de la forma u = (1,x,y) con x,y € [0,1] y
1 > x > y. Entonces,

1 X y
R g
E, = x 1 T (x,y)

>

y T (xy) 1

1 X y

=[x 1 T (x,y)

_

y T(xy) 1

— —
det(Ey) = 142xyT (x,y) —x* —y*> — (T (x,y))> =0 si, y s6lo
si, ?(x,y) =xy+vV1—x2y/1—32

Siendo esto cierto para todo x,y € [0,1] con x >y, y gracias
a la Proposicion I1.4 se tiene que T = Tyrccos- O

Otro forma de expresar este resultado es la siguiente pro-
posicion.
Proposicion IIL9. Sea X = {x1,x2,x3} un conjunto de cardi-
nal 3 y T una t-norma continua por la izquierda. rg(E,) =2

para todo subconjunto borroso [L de X no constante si, y solo
si T = Tarccos-

El siguiente resultado generaliza la proposicién anterior en
una direccién.

Proposicion I11.10. Sea X = {x1,x2,...,x,} un conjunto finito
de cardinal n > 2, |l un subconjunto borroso no constante de
X y Ey la relacion de Ty cos-indistinguibilidad unidimensional
de X generada por |. Entonces 1g(E,) = 2.
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos asumir
que u = (1,az,as,...,a,) con 1 >ap >as,> ... > a, y podemos
escribir 4 = (1,cosby,cosbs,...,cosb,). Dado que [ es no
constante, a, # 1 y por tanto cosb, # 1 y sinb, # 0. Entonces

1 a as ay
— —
a 1 T (az,a3z) ... T (az,an)
— —
rg(Ey) =rg| @3 T (a2,a3) 1 T (a3,an) | =
P I .
a, T(az,a,) T (az,an) ... 1
1 cos by cosbs cosby,
cosby 1 cos(b3 — by) cos(b, — by)
rg| cosbs cos(bz — by) 1 cos(b, — b3)
cosb, cos(b,—by) cos(b,—b3) .. |

Restando a la i-ésima columna, i > 1, la primera multiplicada
por cosb; se obtiene que el rango es

1 0 0 0
cosby 1—cos?by sinbssinb, sinb,, sinby
rg| cos by sinbssinby 1 —cos2b; sinb, sinby | _
cosb, sinb,sinb, sinb,sinbj 1—cos?b,

1—cos?by sin b3 sinb; sinb,, sin by
sinbssinb, 1—cos?bs ... sinb,sinb;
1+rg . . . . =
sinb, sinby sinb, sinbj 1 —cos? b,
sinby  sinbzsinb, sinb, sinb,
sinbysinby  sin’b3 sinb, sinbs
1+rg
sinb, sinb, sinb, sinbj sinb,

Restando a la i-ésima columna, i < n, la dltima multiplicada

por ;12;:”1 (recuérdese que sinb, # 0) se obtiene que el rango
de E, es
0 0 sinb,, sinb,
0 0 sinb,, sin b3
I+rg| . =2.
0 0 sinb,,

O

Como corolario se obtiene la siguiente caracterizacién de la
t-norma Tyrccos-

Proposicion IIL.11. Sea T una t-norma continua por la
izquierda y X un conjunto finito de cardinal n > 2. T = Tyccos
si, y sélo si, 1g(Ey) =2 para todo subconjunto borroso [ no
constante de X.

Demostracion.
=) Proposicién III.10.

«) Consideremos una t-norma 7 diferente de Tyrccos Y 1 UN
subconjunto borroso ng de la fgma (L,az,as,...,a,)
conl>ap;>azycon T (a2,a3) # T arccos(a2,a3). (Tales
ap,az existen gracias a la Proposicion I1.4). Entonces

1 a as
det | ar 1 T (az,a3)
>
as T (ay,a3) 1
1 a as
—
=det| a 1 T (ap,as)
—
as T (az, a3) 1

Este determinante es diferente de O gracias a la Proposi-
cién IIL.8 y por tanto rg(Ey) > 3.

O

IV. Do0S CARACTERIZACIONES GEOMETRICAS DE LAS
RELACIONES BORROSAS REFLEXIVAS Y SIMETRICAS
DEFINIDAS POSITIVAS

De la seccién anterior se tiene que una relacién borrosa
reflexiva y simétrica en un conjunto X de cardinal 3 es Tyccos-
transitiva si, y solo si, es definida semipositiva. Si X es de
cardinal mayor que 3, la condicién es necesaria, pero no
suficiente como se muestra en [8] mediante un contraejemplo.

Esta seccion contiene dos caracterizaciones de las relaciones
borrosas reflexivas y simétricas definidas positivas: en la
subseccion IV-A relacionada con la inmersion isométrica en
un espacio euclideo y en la subseccién IV-B relacionada
con la inmersién isométrica en la hiperesfera S" = {V =
(X0, X1, %) ER™L| ¥ 1 x? =1} en R"*! de centro el origen
de coordenadas 0 y radio 1.

IV-A. Inmersion en R"

Definiciéon IV.1. Sea X = {xo,x1,...,X,} un conjunto finito de
cardinal n+1'y d una distancia en X. Denotando d(x;,x;) por
dij para todo 0 < i, j <n, el determinante de Cayley-Menger
CM(x0,x1,...,x,) es

o 1 1 1 . 1
1 2 d3, déz d§n
Lody 0 dip .. dy,
1 dg, d, 0 ... 43,
1 d;, d}, 43, ... O

La importancia de este determinante estriba en el hecho de
que si el conjunto X estd contenido en R" y d es la distancia
euclidea, entonces estd relacionado con el volumen del n+ 1-
simplex generado por los puntos de X del siguiente modo.

Proposicion IV.2. Sea X = {xo,x1,...,X,} un conjunto finito
de n+1 puntos de R" y d la distancia euclidea. Entonces el
volumen v(X) del n+ 1-simplex con vértices los elementos de
X es

_1)\n+1
v(X) = \/MCM(xo,xl,...,xn).
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Este resultado se puede consultar en cualquier libro y
articulo que estudie las inmersiones en un espacio euclideo.
Uno de los primeros, citado en [6], es [12]. En particular,
el determinante de Cayley-Menger de un conjunto de puntos
de R" debe tener el mismo signo que (—1)"*!. De aqui se
obtiene la siguiente caracterizacién de los espacios métricos
finitos que se pueden inyectar isométricamente en un espacio
euclideo.

Proposicion IV.3. [6] Sea X = {xp,x1,...,x,} un conjunto
finito de cardinal n+1 y d una distancia en X. Denotando
d(xj,xj) by dij para todo 0 <i,j <n, (X,d) es inyectable
isométricamente en R" si y sélo si, para todo k=1,2,....n el
signo de CM(xg,x1,...,x;) es igual a (—1)k1,

Proposicion IV4. [11] Sea X = {x0,x1,...,Xs} un conjunto
finito de cardinal n+1 y d una distancia en X. Denotando
d(xj,xj) por djj para todo 0 <i,j <n, (X,d) es inyectable

isométricamente en R" Sl y solo Sl la matriz n X n con valores
d0,+d01 —d?

Xij = Y (1<i,j<n) es definida positiva.

En el caso de una relacion borrosa reflexiva y simétrica, su
matriz A asociada n X n tiene unos en la diagonal, asi que para

todo i=1,2,...,n, se tiene
| =y — dy;+dg; —di % )
S 2 - 2 - Y0i-
y, por lo tanto,
doi = 1.
Asi en este caso el determinante de Cayley-Menger de d es
01 1 .1
1 0 1 | O |
11 (3 d .. din
1 1 d, 0 ... d;
1 1 d d 0
Ademas, de
dg;+dg; — dzj 2—-d}
x,'j =
2 2
se obtiene

di; = \fzm para todo 1 <i,j<n.

En términos de los elementos de A, entonces

CM(XO,X] ) ...,Xn)

0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
11 0 2(1—x12) 2(1 —x1,)
=11 1 2(1—xp2) 0 2(1—x20)
11 2(1—x1) 2(1—x2,) ... 0

y se obtiene la siguiente caracterizacién geométrica de las
relaciones borrosas reflexivas y simétrica con matriz asociada
definida positiva.

Proposicion IV.5. Una relacion borrosa reflexiva y simétrica
A en un conjunto X = {x1,x2,...,X, } finito es definida positiva
si, y solo si, es una relacion de T, j—-indistinguibilidad y en

=XU{xo} la distancia asociada d (i.e.: d;j = V2. /1 — Xij
sii,j>0ydy=1 para i>0) es inyectable isométricamente
en R".

En la inmersién, xy puede enviarse al origen de coordenadas
x;, y las imédgenes x; de x;,i > 0 corresponden a los extremos
—
de los vectores x{,x; con lo que la proposicién anterior se puede
enunciar de modo maés claro.

Proposicién IV.6. Una relacion borrosa A = (x;j) reflexiva y
simétrica en un conjunto X = {x1,x2,...,x, } de cardinal ﬁnito
n es definida positiva si, y solo si, es una relacion de T ;—;
indistinguibilidad y X con la distancia d(x;,x;) =2,/1 x, s
1 <i,j <n, se puede inyectar isométricamente en R" de tal
modo que las imdgenes de los puntos de X estdn situados
sobre la hiperesfera S"~.

En particular, para un conjunto X de cardinal 3 esto significa
que el determinante

0 1 1 1 1

1 0 1 1 1

11 0 2(1—x12) 2(1—x13) | =

1 1 2(1—x12) 0 2(1—)@3)

1 1 2(1—)(13) 2(1—)(23) 0
B(x12X13x03 — Xy —Xi3 — X33+ 1)

debe ser mayor que 0. Esto es equivalente a que A sea Tyrccos-
transitiva y la Proposicién III.3 se puede reinterpretar del
siguiente modo.

Proposicion IV.7. Las siguientes afirmaciones sobre una
relacion borrosa reflexiva y simétrica R en un conjunto X son
equivalentes.

= R es tres-definida semipositiva.

» R es una relacion de Ty cos-indistinguibilidad.

» /1 —R es una pseudodistancia en X y todo subconjunto
de cardinal 3 de X se puede inyectar isométricamente
en R3 de tal modo que las imdgenes de los puntos de X
estdn situados en la esfera S*.

Esta tltima proposicién también muestra la relacion entre
Tarccos Y T, VT=x En [13] se demostré que si una relacion
borrosa reflexiva y simétrica es tres-definida semipositiva, en-
tonces es T, j—;-transitiva. Es un resultado interesante que no
se sigue de forma directa de la Ty cos-transitividad porque las
dos t-normas no son comparables: Tyccos(0,7,0,8) = 0,13 >
0,10 = Tm(0,7,0,8) Y Tarccos(0,8,0,8) = 0,28 < 0,45 =
T /7—(0,8,0,8). El resultado anterior clarifica la situacion.

IV-B. Inmersion en S"

Mientras que en la subseccién anterior se ha obtenido la
caracterizacién de una relacién de tolerancia definida positiva
A mediante el estudio de la inyectabilidad de la métrica
generada por A y el generador aditivo ¢(x) = /1 —x de la
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t-norma T /I—x €n un espacio euclideo, en esta subseccion la
caracterizacion se obtendra por el estudio de la inyectabilidad
de la métrica generada por el generador aditivo #(x) = arccosx
de la t-norma Tycos €n una hiperesfera. Esto generaliza las
interpretaciones geométricas de la Proposicién II1.3.

Sea S" = {V = (x0,x1,..%,) € R | Y1 1 = 1} la hiper-
esfera en R™"! de centro el origen de coordenadas 0 y radio
1. La métrica esférica d es la métrica en S" definida para todo
= (x0,X1,.--%n), ¥ = (Y0, Y1, ---,¥n) €S" por

n
d(i,v) = arccos(| in -yil) = arccos < #,V >
i=0
donde < if,v > es el producto escalar usual en R"*!. Es la
longitud del mayor arco de circulo que une # con V.

Proposicion IV.8. Sea X = {x¢,x1,...,x,} un conjunto finito de
cardinal n+1'y d una distancia en X. Denotando d(x;,x;) por
d;j para todo 0 < i, j <n, (X,d) es inyectable isométricamente
en S" si, y so6lo si, la matriz n X n con valores x;j = cosd;; es
definida positiva.

En este caso, la matriz A con valores x;; es la matriz de una
relacion borrosa reflexiva y simétrica.
El determinante de Cayley-Menger de d es

0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 arccos2 x|, arccos2 x,
1 1 arccos®xpn 0 arc cos? xa,
1 1 arccos?xj, arccoslxy, ... 0
Ademas,
Xij = COS d,‘j.

De aqui que la siguiente proposiciéon presenta una carac-
terizaciéon geométrica alternativa de las relaciones borrosas
reflexivas y simétricas con la matriz asociada definida positiva.

Proposicion IV.9. Una relacion borrosa reflexiva y simétrica
A en un conjunto X = {x1,x2,...,%, } finito es definida positiva
si, y solo si, es una relacion de Ty cos-indistinguibilidad y X
con la distancia d(x;,x;) = arccosx;;, 1 <i,j < n se puede
inyectar isométricamente en S"~' con la métrica esférica.

V. CONCLUSIONES

En este trabajo se han dado dos caracterizaciones métricas
de las relaciones borrosas reflexivas y simétricas definidas
positivas mediante el uso de resultados conocidos de inyecta-
bilidad en espacios euclideos e hiperesferas con las distancias
asociadas generadas por el generador aditivo de Tyccos ¥ 7, UT=x
segun la Proposicién I1.9.

Los resultados obtenidos en la subseccién IV-B permiten
una elegante demostraciéon geométrica de las Proposiciones
II1.8 y II.10. De forma esquematica: Es sabido que una rela-
cioén de indistinguibilidad E que separe puntos en un conjunto

X con E(x,y) # 0 para todo x,y € X transitiva respecto a una t-
norma arquimediana continua determina una relacién de estar
entre métrica (metric betweenness relation) [6] en X que es
lineal si, y sélo si, E es unidimensional [10]. En particular
una relacién de Ty cos-indistinguibilidad unidimensional E en
X = {x1,x2,...,x, } determina una relacién de estar entre lineal
en X. Entonces #(E) = arccos(E) es una distancia que también
determina una relacién de estar entre lineal en X [2] y por lo
tanto los puntos de X se pueden inyectar isométricamente en
un arco de una hiperesfera. Junto al centro de dicha hiperesfera
determinan un n + I-simplex contenido en un plano y por
consiguiente cualquier terna de vectores XoXi, XoX2,...,X0X;, SOn
linealmente dependientes. (Esto también puede interpretarse
como que todos los volimenes de este simplex de dimensién
mayor que 2 son 0).
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Resumen—En las tultimas décadas, las operaciones definidas
sobre cadenas finitas, usualmente llamadas operaciones discretas,
han experimentado un gran interés por sus aplicaciones en
muchos campos de la ciencia. Una de estas operaciones son las
llamadas t-subnormas discretas que son una generalizacion de
las t-normas discretas y que tienen una especial relevancia en
aplicaciones que usan etiquetas lingiiisticas. En este trabajo, se es-
tudian las negaciones naturales asociadas a t-subnormas discretas
incidiendo en su estructura y en algunas de sus propiedades. En
particular, se caracterizan algunos casos concretos de negaciones
discretas que pueden ser la negacion natural asociada a una t-
subnorma discreta. En este trabajo, los conceptos de negacion
débil y simétrica, que resultan ser equivalentes en el caso discreto,
desempeifiaran un papel clave.

Index Terms—funcion de agregacion discreta, t-subnorma
discreta, negacion natural.

I. INTRODUCCION

En muchas situaciones pricticas en las que los cdlculos
y los razonamientos deben de ser reducidos a un nimero
finito de posibles valores, a menudo cualitativos, el enfoque
lingiifstico borroso es un marco adecuado para modelar dicha
informacién. Esto es debido, en este caso, a que los térmi-
nos cualitativos usados por los expertos son habitualmente
representados por variables lingiifsticas en lugar de valores
numéricos. En este tipo de enfoques, las variables lingiiisticas
se valoran en cadenas finitas totalmente ordenadas tales como:

L = {Extremadamene Malo, Muy Malo, Malo, Regular,
Bueno, Muy Bueno, Extremadamente Bueno},

que pueden ser todas representadas por la cadena finita L,, =
{0,1,...,n}. Consecuentemente, muchos investigadores han
centrado sus esfuerzos en el estudio de operaciones definidas
sobre L,,, o abreviadamente operaciones discretas (ver [7], [8],
[11], [18] y concretamente [23] como trabajo pionero en este
ambito).

Entre las diferentes operaciones discretas, las funciones de
agregacion discretas destacan por su importancia debido a la
necesidad de fusionar un conjunto inicial de datos en uno
final que los represente. Existen muchos ejemplos de posibles
aplicaciones de las funciones de agregaciéon entre los que
destacan los procesos de decision, las evaluaciones subjetivas,
el procesamiento de imagenes o el reconocimiento de patrones,
entre otros. Por ello, el estudio de dichas funciones ha ido

en aumento en los dltimos afios como se evidencia con la
publicacién de diferentes monograficos sobre dicha tematica
(ver [2], [3], [12]). En muchos casos, el estudio de funcio-
nes de agregacion discretas se lleva a cabo suponiendo la
verificacion de alguna propiedad adicional, como puede ser
el caso de la suavidad, que es considerada en este entorno
como la homdloga a la continuidad en el intervalo unidad, o
equivalentemente la propiedad de 1-Lipschitz. En esta linea
de investigacién, muchas familias de funciones de agregacién
discretas han sido también estudiadas o incluso caracterizadas.
Por ejemplo, las t-normas y t-conormas suaves han sido
caracterizadas en [24] (ver también [23]), las t-subnormas
suaves en [20], las medias ponderadas ordinales en [16], las
uninormas en U i, Y Unmax y nulnormas en [18], las uninormas
discretas idempotentes en [6], las uninormas y nulnormas no
conmutativas en [19] y [8] respectivamente, las cépulas en
[22] y las cuasi-c6pulas en [1].

Las funciones de agregacion discretas se pueden clasificar
en cuatro grandes familias dependiendo de su relacién con
la funcién minimo y la funcién maximo: conjuntivas cuando
se encuentran por debajo del minimo, disyuntivas cuando se
encuentran por encima del méaximo, funciones promedio o
compensatorias cuando se encuentran entre el minimo y el
maximo y mixtas en cualquier otro posible caso. En este
articulo, trabajaremos con funciones de agregacién discretas
conjuntivas y en particular, con la familia de t-subnormas
discretas. Estas operaciones generalizan la familia de t-normas
discretas (ver [7], [15], [24]) y pueden ser vistas como un
caso particular de subgrupo topolégico ordenado [5]. Las t-
subnormas sobre [0,1] juegan un papel muy relevante en
la construccién de sumas ordinales de t-normas continuas
por la izquierda asi como en otros métodos de construccién
(ver [14]). Ademas, los estudios sobre generadores aditivos
y multiplicativos de estos operadores (ver [9], [21], [25])
asi como la verificacion de determinadas propiedadades tales
como la cancelatividad [17] o la verificacion de la condicidén
de Lipschitz justifican la importacia del estudio de las t-
subnormas.

Recientemente, una linea de investigacion de las t-
subnormas sobre [0, 1] ha sido dedicada a su negacién na-
tural asociada. El concepto de negacion natural asociada fue
estudiado en [4] para el caso de t-normas continuas por la
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izquierda, mientras que en [13] se investigaron en profundidad
las t-subnormas con negacién natural asociada fuerte. En este
dltimo trabajo, fue demostrado que tales t-subnormas son
de hecho t-normas. Ademds se investigaron las relaciones
entre diferentes propiedades algebraicas y analiticas como
la cancelatividad condicional, la propiedad Arquimediana, la
continuidad por la izquierda o sus elementos nilpotentes. Por
ello, y siguiendo esta linea de investigacion, en este articulo
queremos desarrollar un estudio similar para el caso de t-
subnormas discretas. La negacion natural asociada a estos ope-
radores discretos serd ampliamente analizada y se presentardn
varias ideas sobre su estructura.

Este trabajo se organizard de la siguiente manera: con la
intencién de que sea lo mds autocontenido posible, en la
seccion II se presentaran algunos conceptos bdsicos sobre
operaciones discretas, y en concreto sobre t-subnormas y t-
normas discretas. En la seccién III se estudiaran las negaciones
débiles y simétricas, dos subfamilias de negaciones discretas
que veremos que en el contexto discreto son equivalentes En
la seccién 1V, el concepto de O-funcién de una t-subnorma
discreta es introducido e investigado caracterizando aquellas
O-funciones que satisfacen la condicién de ser una negacién
discreta. Ademds, entre otras importantes propiedades, se de-
muestra que las negaciones débiles son las Unicas negaciones
discretas que son la negacién natural asociada a una t-norma
discreta. Finalmente, este trabajo finaliza con la seccién V en
la que se exponen algunas conclusiones y posibles lineas de
trabajo futuro.

II. PRELIMINARES

Supondremos que el lector estd familiarizado con los con-
ceptos mds relevantes sobre funciones de agregacion, nega-
ciones borrosas, t-normas (ver [15]) y también sobre t-normas
discretas, esto es, t-normas definidas sobre una cadena finita
(ver [24]). Por ello, solo recordaremos las definiciones y re-
sultados esenciales necesarios para una correcta comprension
de este trabajo.

Es conocido (ver [24]) que para el estudio de funciones
de agregacion binarias todas las cadenas finitas con el mismo
nimero de elementos son equivalentes. Por ello, utilizaremos
la mas simple de ellas con n + 1 elementos:

L,=1{0,1,2,...,n}

y, para todo a,b € L, con a < b, utilizaremos la notacién
[a,b] para denotar la subcadena dada por [a,b] = {z € L,, |
a <z <b}.
Definicion 1 ( [24]):
= Una funcién f: L,, — L, se dice que es suave cuando
| f(x) — f(x —1) | <1 para todo x € L,, con z > 1.
= Una operacién binaria F' sobre L,, se dice que es suave
cuando sus secciones, vertical y horizontal, lo son.

La importancia de la condicién de suavidad radica en el
hecho de que generalmente esta caracteristica es usada en
el caso discreto de manera equivalente a la continuidad en
el intervalo [0, 1], propiedad equivalente a la de divisibilidad

(para una t-norma 7', z < y si y solo si existe z € L,, tal que
T(y,z) = x), ver también [24].

Proposicion 2 ( [24]): La tnica negacién suave (equiva-
lentemente fuerte o estrictamente decreciente) sobre L, es la
negacion clasica dada por

N(z)=n—x paratodo z € L,.

Proposicion 3 ( [24]): Consideremos m + 1 elementos de la
cadena L, dados por 0 =ag < a1 < ... < Am-1 < Qm =N
y sea T; una t-norma definida sobre la cadena [a;_1, a;] para

todo ¢ = 1,...,m. Entonces, la operacién binaria sobre L,
dada por T'(z,y) =
Ti(z,y) si existe un ¢ tal que a;_1 < z,y < a;,

min{z,y} en otro caso,

es siempre una t-norma en L, usualmente llamada suma
ordinal de las t-normas T1,...,T,.

Proposicion 4 ( [24]): Existe una y solo una t-norma
Arquimediana y suave sobre L,, dada por la expresién

T(z,y) = méx{0,x +y — n} (D

conocida habitualmente como la t-norma de Zukasiewicz.
Ademéds, toda t-norma suave se puede caracterizar como una
suma ordinal de t-normas de Lukasiewicz del siguiente modo
tal y como indica el siguiente resultado:
Proposicion 5 ( [24]): Una t-norma 7T sobre L,, es suave si
y solo si existe un nimero natural m con 1 < m < n y un
subconjunto J de L,,,

J={0=ay<a1 <...<am-1 < am=n}
tal que T viene dada por T'(z,y) =

max{ag, x +y —ar41}  siexiste ay € J

con ap <,y < Ag41,

min{z,y} en caso contrario.

Un concepto que generaliza la nocién de t-norma es el de
t-subnorma.

Definicién 6: Sea T : L? — L, una operacién binaria
sobre L,. Se dice que T es una f-subnorma cuando T es
asociativa, conmutativa, creciente en cada variable y verifica
T(xz,y) < min{z,y} para todo x,y € L.

Obviamente, cualquier t-norma sobre L, es también una
t-subnorma pero no viceversa. Por ejemplo, la menor t-
subnorma sobre L,, es la cero t-subnorma (7'(z,y) = 0 para
todo x,y € L,) que claramente no es una t-norma sobre L,,.

III. ALGUNAS PROPIEDADES DE LA NEGACIONES
DISCRETAS

Como la tunica negacién suave sobre L, es la cldsica,
expresada por N(x) = n — z, nos podemos plantear el
hecho de investigar otras negaciones diferentes a ésta. En este
sentido, si consideramos la posibilidad de que la negacién no
sea suave, podemos encontrar muchas negaciones discretas tal
como veremos a continuacion. Las siguientes definiciones son
adaptaciones sobre L,, de las propuestas en [4] y [6].
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Definicion 7: Sea N : L,, = L,, una negacién discreta.

= N es una negacion débil six < N?(x) paratodo x € L.
= N se dice simétrica cuando el conjunto

Fy ={(n,0)} U{(z,y) € L} | N(z +1) <y < N(2)}

es simétrico, esto es, (z,y) € Fi siy solo si (y,x) €
Fy.

En el caso de negaciones definidas sobre el intervalo [0, 1],
las negaciones débiles y simétricas no coinciden en general,
y solo coinciden en el caso en que N sea continua por la
izquierda (ver [4]). El siguiente ejemplo ilustra este hecho.

Ejemplo 8: Las negaciones simétricas son aquellas nega-
ciones N cuyo grafo es simétrico con respecto a la funcion
identidad. Asi, cada posible regién constante de N se corres-
ponde con un punto de discontinuidad y viceversa (ver [4]).
En este sentido, si la funcién no es continua por la izquierda
en esos puntos, la propiedad * < N?(z) puede fallar. Por
ejemplo, la negacién dada por

1 si x < 0,25,
125—2 si025<ax<1,

0 six=1.

N(z) =

Es facil probar que N es simétrica, pero claramente no es una
negacién débil ya que para todo z tal que 0 < = < 0,25 se
verifica que N2(z) = N(1) =0 < z.

En el caso discreto ambos conceptos coinciden siempre
como se verd en la siguiente proposicion. La demostracion de
la misma es una adaptacién de la considerada en el lema 2 de
[6]. Hemos querido incluir la demostracién de este resultado
en aras de una mayor comprension del mismo.

Proposicion 9: Sea N : L, — L, una negacién discreta.
Las siguientes propiedades son equivalentes:

i) N es simétrica.

ii) NN es una negacién débil.
iii) Para todo (z,y) € L2 se verifica:

y< N(z) <= x<N(y).

Demostracion. (i) = (ii). Para todo = € L,, tenemos por
definicién que (z, N(z)) € Fy. Como N es simétrica se tiene
que (N(x),z) € Fn hecho que implica que z < N(N(x)).
Esto es, N es una negacion débil.

(i) = (ii4). Consideremos (z,y) € L2 tal que x < N(y),
el decrecimiento de N implica que N(z) > N(N(y)) > y.
Similarmente, de y < N(x) se sigue que z < N(y).

(14i1) = (i). Queremos probar que Fy es simétrica.
Consideremos (z,y) € Fi, entonces N(z+1) <y < N(z)y
por tanto x < N (y). Por otra parte, si N(y+1) > x, entonces

2+1 < N(y+1l) = y+1 < N(z+1) = y < N(z+1),

que contradice el hecho que (z,y) € Fy. Por tanto, conclui-
mos que N(y+ 1) < x y asi (y,z) € Fy, demostrando que
Fn es simétrica. |

Existen muchos ejemplos de negaciones discretas débiles
(o simétricas) sobre L,,. En el siguiente ejemplo presentamos

una familia paramétrica de negaciones discretas que abarcan
desde la negacion drdstica hasta la negacion clésica.
Ejemplo 10: Consideremos « € L,, y sea N, dada por

n si x =0,
No(z)=Ra—-z si0<z<a,
0 six > a.

Claramente N, es una negaciéon débil para todo o € L.
Ademds, si « = 0 obtenemos Ny la negacién dréstica,
mientras que si & = n obtenemos la negacién cldsica N, (x) =
n—x.

IV. T-SUBNORMAS DISCRETAS Y SUS NEGACIONES

ASOCIADAS

En esta seccién queremos investigar la regién cero de una
t-subnorma discreta similarmente a como se ha estudiado en el
caso de t-subnormas definidas sobre el intervalo unidad. Para
ello empezaremos dando la siguiente definicién propuesta en
[13] para el caso [0, 1].

Definicion 11: Para cada t-subnorma discreta 7" : L, X
L, — L, ,llamaremos 0-funcion asociada (denotada por Nr)
a aquella dada por

Np(z) =méx{z € L, | T(z,z) = 0}.

Contrariamente a lo que ocurre para el caso de las t-normas,
la O-funcién asociada de una t-subnorma no necesita ser una
negacién discreta porque Np(n) = max{z € L,, | T'(n,z) =
0} podria ser diferente de 0 (cuando 7' es una t-subnorma
propia, n no es el elemento neutro de 7"). Cuando Np sea una
negacion discreta, la llamaremos negacion natural asociada
de la t-subnorma 7'. Ademads, cabe destacar que

1. Sin = 1, lat-subnorma cero (con 0-funcién asociada da-
da por N(z) =1 para = € {0, 1}, no es una negacién),
y la t-norma minimo (con la negacién cldsica como
negacion natural asociada) son las tnicas t-subnormas
sobre L; = {0,1}.

2. Cuando n = 2 hay exactamente siete t-subnormas sobre
Ly que pueden ser facilmente construidas, de las cuales
solo dos de ellas son t-normas. En cualquier caso, las
unicas posibidades de O-funciones asociadas son:

= La funcién constante N (z) = 2 paratodo x € Ly =

{0,1,2}.
2 i 0,1
IN(Z‘): S%l‘E{,},
1 siz=2
= La negacion clésica N(z) =2 — .

2 siz=0,

0 size{l,2}.
Claramente, solo los dos tltimos casos son negaciones
discretas.

= La negacién drastica N(z) =

De acuerdo a los resultados anteriores, supondremos a partir
de ahora que n > 3. Asi, para n > 3 podemos encontrar
también ejemplos de t-subnormas, diferentes de la t-subnorma
cero, cuya O-funcién asociada no es una negacion discreta tal
como se puede ver en el siguiente ejemplo.
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N,

0 o n
Figura 1. 0O-funcién asociada Nt, del ejemplo 12.

Ejemplo 12: Consideremos o € L,, y la funcién T, : L2 —
L,, dada por

To(z,y) = méx{0,z+y—n—a} para todo x,y € L,.

Entonces T, es siempre un t-subnorma suave (ver [20]) con
T, (n,n) = n—«. En particular, T,, es una t-subnorma propia
siy solo si & > 0. Ademas, su O-funcion asociada vendra dada
por:

Nr,

a

() =méx{z € L, | Tn(z,2) =0}
=mix{z € L, |z+2z—n—a <0}
Esto es,

iz <
Nr (z) =min{n,n+a—z} = " Mr=a

o

n+a—x Sixr>a.

Por tanto, es obvio que Nr_, es una negacién discreta solo
cuando o = 0 en cuyo caso 7T, es de hecho la t-norma de
Lukasiewicz. Para los otros casos se tiene que N7 (n) = a >
0. Podemos ver dibujada la funcién Nz, en la figura 1.

En el caso discreto tenemos una fécil caracterizacion de las
t-subnormas que verifican que Np es una negacion.

Lema 13: Sea T : L? — L,, una t-subnorma discreta. La

0-funcién asociada a 7" es una negacién discreta si y solo si
T(n,1)=1.
Demostracion. Si Np es una negacién discreta entonces
Nr(n) = méx{z € L, | T(z,n) = 0} = 0 y consecuen-
temente T'(n,1) > 0. Como T siempre estd por debajo del
minimo entonces se debe verificar que T'(n,1) = 1.

Reciprocamente, si T'(n, 1) = 1 entonces Ny(n) =0y Nr
es una negacion discreta. |

Ademads, N resulta ser una negacion débil y esta propiedad
caracteriza de hecho las negaciones que estan asociadas a
una t-subnorma satisfaciendo T'(n,1) = 1 (equivalentemente
aquellas que estan asociadas a alguna t-norma) de la siguiente
manera:

Proposicion 14: Sea N : L, — L,, una negacién discreta.
Los siguientes items son equivalentes:

i) Existe una t-norma 7T tal que N = Nr.

ii) Existe una t-subnorma T verificando T'(n,1) = 1 tal que
N = Nr.

iii) NN es una negacién débil.

Demostracion. Es evidente que (i) = (i¢). Para demostrar
que (ii) = (4i7) supongamos que existe alguna t-subnorma
T con T'(n,1) = 1 tal que N = Np. En este caso tenemos
N(z) = méx{z € L, | T(x,z) = 0} y por tanto
T(x, N(x)) = 0 hecho que implica directamente que

N%*(z) = N(N(z)) = max{z € L,, | T(N(z),z) = 0} > =.

Finalmente, para ver que (iii) => (i), consideremos N una
negacion débil y tomemos la funcién dada por

0 si y < N(z),

min{z,y} siy> N(x), @

T(x,y) =

y veamos que 7' es una t-norma', que tendré claramente a N
como negacion natural asociada. Notar que la funcién 7' dada
por la ecuacién (2) es creciente en ambas variables y para
todo = > 0 tenemos T'(n,z) = min{n,x} = x, mientras que
T'(n,0) = 0 por definicién. Asi, T tiene por elemento neutro
n. Como N es una negacién débil, por la proposicién 9 se
tiene que y < N(z) siy solo si # < N(y) y esto implica que
T también es conmutativa. Finalmente, es facil ver (aunque
es un célculo tedioso) que también se verifica la propiedad
asociativa y asi obtenemos que 7' es una t-norma. ]
De acuerdo a la proposicion anterior, cuando una negacién
discreta N es la negacién asociada a alguna t-subnorma tam-
bién es la negacién asociada a alguna t-norma. Sin embargo,
puede haber muchas mas t-subnormas que t-normas que tienen
una negacién débil especifica como su negacién asociada (ver
por ejemplo la proposicién 17). Pero este no es el caso cuando
la negacion asociada sea suave, esto es, cuando se considera
la negacién clasica N(z) = n — x como demostraremos en
el siguiente resultado, que puede ser interpretado como el
homélogo para el caso discreto del teorema 3.3 de [13].
Proposicién 15: Sea T : L2 — L,, una t-subnorma discreta
con negacién natural asociada Nr(x) = n — x. Entonces,
necesariamente 7' es una t-norma.
Demostracion. Solo es necesario ver que n € L, es el
elemento neutro de 7. Supongamos que existe un = € Ly,
tal que T (n,2) = «’ < x. Entonces se tiene que n — z’ >
n — x y consecuentemente T'(x,n — z’) > 0. Denotemos por
y =T(z,n — '), entonces

0=T(n—-2",2")=T(n—2a,T(z,n))
=T(T(n—-12',2),n) =T(y,n),

que es una contradiccién ya que por el lema 13 se tiene
T(n,y) > T'(n,1) = 1 para todo y > 0. Consecuentemente,
debe ser T'(n,x) = z para todo « € L,, y por tanto T' es una
t-norma. ]

Como consecuencia de la proposicién anterior algunos
resultados conocidos para t-subnormas sobre [0, 1] que tienen
una negacion fuerte asociada (ver [13], [14]), pueden ser

'Para cualquier negacién débil N, la t-norma 7" dada por la ecuacién (2)
es conocida habitualmente como minimo nilpotente con respecto a N.
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demostrados aqui para el caso discreto, tal como veremos en
la siguiente proposicion.

Proposicion 16: Sea T : L2 — L,, una t-subnorma discreta
con negacién natural asociada Np(z) = n — x. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

i) T es condicionalmente cancelativa.

ii) T es estrictamente creciente en su region positiva.
iii) T es suave.
iv) T es la t-norma de Lukasiewicz.

Demostracion. Daremos solo un esbozo de la demostracion.
Es obvio que (i) = (i7).

Para demostrar que (i) = (i43), consideremos z,y € L,
conz <y. Setienequen—y<n-—zyasi, T'(y,n—x)>
0. Sea z = T'(y,n — x). Entonces, usando un razonamiento
similar al caso [0, 1] (ver teorema 2 de [14]) se demuestra que
debe verificarse T'(y,n — z) = x. Esto es, existe algtin z € L,
tal que T'(y, z) = x y T satisface la propiedad de divisibilidad
que es equivalente a la condicién de que 7' sea una t-norma
suave (ver la proposicién 7.3.3 de [24]).

(i4i) = (iv). Como T tiene por negacién asociada
Nr(x) =n — z, debe de ser una t-norma y la tnica t-norma
suave con esta condicion es la t-norma de Lukasiewicz.

Finalmente, la implicacién (iv) = (i) es trivial. ]

La proposiciéon 15 nos permite caracterizar todas las t-
subnormas que tienen por negacion natural la familia pa-
ramétrica de negaciones discretas considerada en el ejemplo
10. Para ello,

Proposicién 17: Sea T : L? — L,, una t-subnorma discreta.
Se verifican los siguientes resultados:

i) N, es la negacién natural asociada a T si 'y solo si T" es
una suma ordinal de una t-norma T" sobre [0, «] con la
negacion cldsica N(x) = o — x como negacién asociada
y una t-subnorma 7" sobre [a, 1].

i) Si T es suave entonces N, es la negacién natural
asociada a T si y solo si T es suma ordinal de la t-norma
de Lukasiewicz sobre [0, ] y una t-subnorma suave 7"
sobre [a, 1].

Demostracion. Probemos el primer ftem (). Supongamos que
N, es la negacién natural asociada a 7. Considerando la
restriccién de 7 en el cuadrado [0, a2, claramente obtenemos
una t-subnorma, 7" = T/[g 4)2, sobre la cadena finita [0, a] con
negacién natural asociada N(x) = oo —x para todo z € [0, ).
Aplicando la proposicién 15 se deduce que T’ debe de ser
una t-norma y consecuentemente tenemos, en particular, que
T(a,a) = «. En este caso, es bien sabido que T debe de
ser una suma ordinal de una t-norma 7" sobre [0,«] y una
t-subnorma 7" sobre [«, 1].

Reciprocamente, es claro que cualquier t-subnorma expre-
sada como una suma ordinal de una t-norma 7" sobre [0, &
con negacién asociada N(z) = o — x y una t-subnorma T
sobre [a, 1], tiene a N, como negacién natural asociada.

Finalmente, notar que el item (i¢) es consecuencia inmediata
del item previo y de la proposicién 16. ]

La estructura de las t-subnormas caracterizadas en la pro-
posicién 17 puede ser vista en la figura 2.

1
«
0 « 1
1
min T
«
T/
min
0
0 « 1

Figura 2. Negaciones [N, (arriba) de la familia parametrizada dada en el
ejemplo 10 y la estructura de las t-subnormas (abajo) teniendo a N, como
negacién natural asociada y caracterizadas en la proposicién 17-(2).

V. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En este trabajo, se ha presentado un estudio en profundi-
dad sobre las negaciones naturales asociadas a t-subnormas
discretas. En primer lugar, hemos demostrado la equivalencia
entre negaciones débiles y negaciones simétricas en el entorno
discreto, resultado que, en general, no se verifica en el inter-
valo unidad [0, 1] salvo que la negacién borrosa sea continua
por la izquierda. Después hemos introducido el concepto de
0-funcién de una t-subnorma discreta (a partir de la definicién
dada para el caso [0,1]) y se han caracterizado los casos en
que esta funcién es de hecho una negacién discreta. A partir
de esta investigacién, como consecuencia de las propiedades
de sus negaciones naturales asociadas, se han demostrado
varios resultados sobre la relacion existente entre t-subnormas
discretas y t-normas discretas. De particular importancia es
la proposicién 14 que demuestra que las negaciones débiles
son las unicas negaciones discretas que son las negaciones
naturales asociadas a una t-norma discreta.

Como trabajo futuro, queremos analizar este tema desde otra
perspectiva, esto es, si fijamos una negacién débil N, ;qué t-
normas 7" pueden ser consideradas para conseguir una nueva
t-norma 7’ tal que Ny = N y T'(z,y) = T(z,y) para todo
y > N(z)? Equivalentemente, caracterizar aquellas t-normas
T cuyo operador

0 si y < N(z),

T (2,y) = { T(z,y) siy> N(z),

es una t-norma. Este problema se ha abordado ya en [4] para
el caso [0, 1] pero no ha sido investigado todavia en el entorno
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discreto.
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Resumen—En la logica borrosa y el razonamiento aproximado,
la propiedad del Modus Tollens se tranforma en una desigualdad
funcional involucrando una t-norma, una implicacién borrosa y
una negacion. En este trabajo ampliamos dicha desigualdad subs-
tituyendo la t-norma por una uninorma conjuntiva, dando lugar
al llamado U-Modus Tollens. Estudiamos esta nueva propiedad
para implicaciones derivadas de uninormas, demostrando que
existen numerosas soluciones entre las implicaciones residuadas
o RU-implicaciones.

Index Terms—Funcién de implicacién borrosa, Modus Tollens,
uninorma, implicacion residuada, RU -implicacion.

I. INTRODUCCION

Las funciones de implicaciéon borrosas se usan habitual-
mente, tanto para modelar los condicionales borrosos como
también en el proceso de inferencia borrosa. De esta forma,
la importancia de las funciones de implicacién borrosas radica
principalmente en sus aplicaciones que se extienden a muchos
campos, y no se limitan Unicamente al razonamiento aproxi-
mado y al control borroso (ver por ejemplo [3], [5], [14]).
Ese es también el motivo de que resulte importante disponer
de una gama de funciones de implicacién borrosas tan amplia
como sea posible (ver [25]), asi como caracterizar aquellas que
cumplen determinadas propiedades que resultan importantes
en las aplicaciones.

Entre estas propiedades destacan las reglas de inferencia
basicas dadas por el Modus Ponens y el Modus Tollens. En el
ambito de la 16gica borrosa, dichas reglas se traducen en sen-
das desigualdades funcionales que se escriben respectivamente
como

T(z,1(z,y)) <y paratodos z,y€[0,1, (1

T(N(y),I(z,y)) < N(x) paratodos z,y€[0,1], (2)

donde T es una t-norma, / es una funcién de implicacién
borrosa y N una negacion.

Debido a su importancia, ambas reglas de inferencia han
sido extensivamente estudiadas por diversos autores (ver por
ejemplo [2], [3], [12], [14], [22]-[24], [26]). Los primeros es-
tudios se realizaron para implicaciones derivadas de t-normas
y t-conormas. En concreto, las implicaciones residuadas y las
(S, N)-implicationes fueron estudiadas en [2], [22], [23] y las

QL y D-implicationes en [24]. Como generalizacién de estas
clases de implicaciones, se han introducido otras derivadas de
uninormas, en especial las RU-implicaciones y las (U, N)-
implicaciones (ver por ejemplo [1], [4], [6], [13], [18]-[20]).
Recientemente, el Modus Ponens y el Modus Tollens se
han estudiado también para estos dos tipos de implicaciones
derivadas de uninormas (ver [12] y [11] respectivamente).

De hecho, ain cuando las uninormas se introdujeron ini-
cialmente en el ambito de las funciones de agregacién (ver
[8], [27]), también han sido estudiadas como operadores
l6gicos dado que siempre son conjuntivas o disyuntivas. En
particular, las uninormas conjuntivas son utilizadas a menudo
como conjunciones borrosas y, en este sentido, substituir en
las reglas del Modus Ponens y del Modus Tollens la t-
norma 7' por una uninorma conjuntiva U resulta natural e
interesante a la vez. En esta linea, dicha substitucion en
el Modus Ponens fue ya considerada en [15], [16] dando
lugar a la propiedad llamada U-Modus Ponens (o también U-
condicionalidad). Lo primero que se deriva de estos trabajos es
que las implicaciones usuales, como las derivadas de t-normas
y t-conormas o las implicaciones de Yager, no satisfacen la U-
condicionalidad. Asi, los candidatos posibles para satisfacer el
U-Modus Ponens aparecen entre las implicaciones derivadas
de uninormas. Se ha estudiado y resuelto ya para el caso de
RU-implicaciones en [15], [16] y se ha iniciado su estudio
para el caso de (U, N)-implicaciones en [17].

Por el contrario, no se ha realizado un estudio similar
para el caso del Modus Tollens. Precisamente, en este trabajo
queremos rellenar ese hueco y estudiar la generalizacién del
Modus Tollens que se obtiene substituyendo la t-norma 7" por
una uninorma U, dando lugar a la propiedad que llamaremos
U-Modus Tollens. Esto es, queremos estudiar la propiedad

U(N(y),I(x,y)) < N(z) paratodos z,y€0,1], (3)

donde U es una uninorma, / es una funcién de implicacién
borrosa y N una negacion.

En cuanto a la organizacién del trabajo, tras esta introduc-
cién empezamos con un capitulo de preliminares dedicado a
que el articulo sea tan autocontenido como sea posible. La
seccién 3 presenta la definicién y primeras propiedades del
Modus Tollens respecto de una uninorma U. La seccién 4
estudia el U-Modus Tollens para RU-implicaciones derivadas
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de tres tipos de uninormas: las de Ui, las representables
y las idempotentes. Finalmente, la seccién 5 incluye las
conclusiones y algunas propuestas de trabajo futuro.

II. PRELIMINARES

Supondremos que el lector estd familiarizado con los re-
sultados bdsicos sobre t-normas, t-conormas, negaciones y
funciones de implicacion borrosas (para detalles sobre t-
normas, véase [9]; sobre implicaciones, véase [3], [5], [7]).
A continuacién recordaremos solo algunos conceptos sobre
funciones de implicacién borrosas y sobre uninormas con el
objetivo de que el trabajo sea lo mds autocontenido posible.

II-A.  Funciones de implicacion borrosas

Definicion 1: ( [3], [7]) Una operacién binaria I : [0,1]> —
[0, 1] es una funcion de implicacion borrosa, o una implicacion
borrosa, si satisface:

Iy I(x,z) > I(y,z) cuando z < y, para todo z €
[0,1].

12) I(x,y) < I(x,z) cuando y < z, para todo x €
[0,1].

13) I1(0,0)=1I(1,1)=1 e I(1,0)=0.

Noétese que, de la definicién, se desprende que I(0,z) =1
e I(x,1) = 1 para todo x € [0,1] mientras que los valores
simétricos I(z,0) e I(1,2) no se derivan de la definicién.

Definicion 2: ( [3], [7]) Sea I una implicacién borrosa. La
funcién N; definida por Ny(x) = I(z,0) para todo = € [0, 1],
se llama la negacion natural de I y es siempre una negacién
borrosa.

A continuacién recordamos algunas de las propiedades mas
habituales de las implicaciones borrosas que utilizaremos a lo
largo del trabajo:

= El principio de neutralidad por la izquierda:

I(1,y) =y paratodo y € [0,1]. (NP)
= El principio de identidad:
I(z,x) =1 paratodo z € [0,1]. (IP)

» La contraposicion respecto de una negacion NV:

I(z,y) = I(N(y), N(z)) para todos z,y € [0, 1].
CP(N)

II-B. Uninormas

Definicion 3: ( [8], [27]) Una uninorma es una aplicacién
U :[0,1]> — [0,1] asociativa, conmutativa, creciente en
cada variable y tal que existe un elemento e € [0, 1], llamado
elemento neutro, tal que U(e,x) = x para todo z € [0, 1].

Evidentemente, una uninorma con elemento neutro e = 1
es una t-norma y una uninorma con elemento neutro e = 0 es
una t-conorma. Para cualquier otro valor e €]0, 1] la operacién
se comporta como una t-norma en [0, ]2, como una t-conorma
en [e,1]? y toma valores entre el minimo y el méximo en el
conjunto A(e) dado por

A(e) =[0,¢e[x]e, 1] U Je, 1] x [0, €.

Denotaremos de forma habitual una uninorma con elemento
neutro e y t-norma y t-conorma subyacentes 7'y S, respecti-
vamente, por U = (T, e, S). Cualquier uninorma satisface que
U(0,1) € {0,1}; cuando U(1,0) = 0, se dice que la uninorma
U es conjuntiva, mientras que, cuando U(1,0) = 1, se dice
que U es disyuntiva.

Existen muchas clases diferentes de uninormas. Las mads
habituales pueden hallarse en el articulo recopilatorio [10].
Recordemos aqui la estructura de tres de las clases mds usadas
de uninormas conjuntivas.

Proposicién 1: ( [8], [10]) Sea U : [0,1]> — [0,1] una
uninorma con elemento neutro e € ]0,1[. Si U(0,1) = 0,
entonces la seccién x — U(x,1) es continua excepto para
2 =e siy solo si U viene dada por U(z,y) =

eT (g, %) si (x,7) € [0, €2,
e+ (1—e)S <‘f:§, ’{:Z) si (x,y) € [e, 1%,
min(z,y) si (z,y) € Ale),

donde T" es una a t-norma y .S es una t-conorma.
Denotaremos por Ui, a esta clase de uninormas, y por U =
(T, e, S)mm a una uninorma de U, con elemento neutro e
y t-norma y t-conorma subyacentes 1" y S, respectivamente,
como .

Las uninormas idempotentes fueron completamente carac-
terizadas para el caso general en [21] de la siguiente forma.

Proposicion 2: ([10], [21]) U es una uninorma idempotente
con elemento neutro e € [0,1] si y solo si existe una funcién
no creciente g : [0, 1] — [0, 1], simétrica respecto de la funcién
identidad, con g(e) = e, tal que U(z,y) =

min(z,y) iy <g(x)o (y=gx)yz<g*(z)),
méx(z,y) siy>g(x)o (y=g(x)yz>g*(x)),
oy siy=g(x)yz=g*(x),

y U es conmutativa en los puntos (x,y) tales que y = g(x)
con = = g%(z).
Denotaremos por U = (g, €)ide @ una uninorma idempotemte
U con elemento neutro e y funcién asociada g, y a la clase
de todas las uninormas idempotentes, por U;ge.

Obviamente, para estas uninorrmas, la t-norma subyacente
es el minimo y la t-conorma subyacente es el maximo.

Definicion 4: ( [8], [10]) Diremos que una uninorma U,
con elemento neutro e € |0,1[, es representable si existe
una funcién estrictamente creciente h : [0,1] — [—o0, +o<]
(llamada generador aditivo de U, que es Unico excepto una
constante multiplicativa k > 0), con h(0) = —oo, h(e) =0y
h(1) = +o0, tal que U viene dada por

U(z,y) = b~ ' (h(z) + h(y))

para todos (z,y) € [0,1]% \ {(0,1),(1,0)}. Se tiene que
U0,1)=U(1,00=00U(0,1) =U(1,0) = 1.

Denotaremos por U = (e, h)ep @ una uninorma representa-
ble con elemento neutro e €]0,1[ y generador aditivo, y a la
clase de todas la uninormas representables, por Uycp.
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Por otra parte, existen diversas clases de funciones de
implicacién derivadas de uninormas. Recordamos aqui el caso
de las RU-implicaciones.

Definicion 5: ( [6]) Sea U una uninorma. La operacion
residuada obtenida a partir de U es la operacion binaria dada
por

Iy (,y) = sup{z € [0,1] [ U(z, 2) <y}

para todos z,y € [0,1].

Proposicion 3: ( [6]) Sea U una uninorma y Iy su opera-
cién residuada. Entonces Iy es una implicacién si y solo si
U(x,0) = 0 para todo = < 1. En tal caso, Iy recibe el nombre
de RU-implicacion.

Esto incluye todas las uninormas conjuntivas, pero también
muchas de disyuntivas, por ejemplo, en las clases de las
uninormas representables (véase [6]) y las idempotentes (véase
[18]). Sin embargo, en el caso de trabajar con uninormas
continuas por la izquierda, claramente se obtiene que Iy es
una implicacion si y solo si U es conjuntiva.

III. MobDUS TOLLENS RESPECTO DE UNA UNINORMA

Como ya hemos comentado el objetivo principal de este
trabajo es el estudio del Modus Tollens substituyendo la
t-norma 7' por una uninorma U, de una forma similar a
como se hizo para el Modus Ponens en [15], [16]. Damos
a continuacién la definicién formal.

Definicion 6: Diremos que una funcién de implicacién
borrosa I y una negacién N satisfacen el Modus Tollens
respecto de una uninorma U, o simplemente el U-Modus
Tollens, si

U(N(y),I(z,y)) < N(z) r,y €[0,1]. 4

Notemos que la definicién se ha dado para una uninorma en
general y no para una que sea conjuntiva (que es el objetivo
real puesto que debe generalizar la conjuncién o t-norma).
Esto es debido a que no es necesario dado que dicha propiedad
sobre U se deriva directamente de la definicién como sigue.

Proposicion 4: Sean I una funcién de implicacién borrosa
y NN una negacién que satisfacen el Modus Tollens respecto
de una uninorma U. Entonces la uninorma U ha de ser
necesariamente conjuntiva.

De la definicién resulta claro que el U-Modus Tollens no
depende sélo de la uninorma y la implicacién, sino también,
y en especial, de la negacién utilizada en la ecuacién (4).
Ilustramos este hecho en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1: Veamos cémo se comporta el U-Modus Tollens
en los casos extremos de considerar la negacién mas pequefia
y la mas grande.

i) Consideremos la negacién mds pequeila N = Np, dada

por
1 siz=0
NDl(fC):{

para todos

0 sixz>0.

Notemos que en este caso (4) siempre se satisface para
todo y > 0 dado que la uninorma U es conjuntiva.
Mientras que para y = 0y x > 0 tenemos que

U(N(0),1(x,0)) = U(1, N;(z)) < N(x) = 0,

de donde se deduce que N;(z) = 0 para todo = > 0. En
resumen, una implicacién I y la negacion Np, satisfacen
el Modus Tollens respecto de una uninorma conjuntiva
U siy sélo si Ny es la propia negaciéon Np,.

ii) Consideremos ahora la negacién mas grande N = Np,

dada por
1 siz<l1
N =
D+ () {0 six = 1.

En este caso se puede ver, de forma parecida, que una
implicaciéon I y la negacién Np, satisfacen el Modus
Tollens respecto de una uninorma conjuntiva U si y s6lo
si I(1,y) = 0 para todo y < 1.

De forma similar al caso de t-normas, cuando la uninorma U
es continua por la izquierda se puede dar una caracterizacion
sencilla de las soluciones.

Proposicion 5: Sean I una funcién de implicacién borrosa,
N wuna negacién y U una uninorma conjuntiva. Si U es
continua por la izquierda, I, N satisfacen el Modus Tollens
respecto de U si y sélo si

I(z,y) < Iu(N(y), N(z))

donde Iy indica la implicacién residuada derivada de la
uninorma U.

Sin embargo, la condicién anterior puede ser dificil de
comprobar segtin los casos. Queremos estudiar con més pro-
fundidad la condicién del Modus Tollens para dar resultados
mds especificos segin sean U y N. Un primer andlisis de la
definicién anterior permite dar algunos resultados generales
que listamos en la siguiente proposicion.

Proposicion 6: Sean I una funcién de implicacién borrosa
y N una negacién que satisfacen el Modus Tollens respecto
de una uninorma conjuntiva U. Sea e el elemento neutro de
U, entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

1. U(N(y),I(1,y)) =0 para todo y € [0, 1].

2. Ny(z) < N(z) para todo = € [0, 1]. Ademds, para todo

x € [0,1] tal que N;(x) > e ha que ser N(x) = 1.
3. Sea ay = sup{z € [0,1] | N(z) > e}. Entonces, se
satisface una y sélo una de las siguientes condiciones:
= N(z) < e para todo = > 0 (es decir, an = 0),
= ay >0y setiene I(1,y) = 0 para todo y < ay.
4. Si I satisface (N P), ha de ser necesariamente ay = 0.
5. Si I satisface (IP) y N(z) <1 para todo z > 0, ha de
ser necesariamente oy = 0.

A partir del apartado 3) de la proposicién anterior, se
deduce que si any > 0 (y eso se da por ejemplo siempre
que N sea continua) las implicaciones habituales derivadas de
t-normas y t-conormas (R, (S, N), QL y D-implicaciones),
asi como las implicaciones de Yager no satisfacen nunca el
U-Modus Tollens (ya que para todas ellas se satisface (N P)).
En cambio, para diversos tipos de implicaciones derivadas de
uninormas, en especial las RU-implicaciones, si se tiene, 0 se
puede tener, I(1,y) = 0 para todo y < 1.

Dedicaremos por tanto la préxima seccién al estudio del
U-Modus Tollens para RU-implicaciones. Antes, damos al-
gunos resultados para implicaciones en general en el caso de

para todos x,y € [0, 1],
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negaciones con oy = 0, es decir , tales que N(z) < e para
todo z > 0. El primero de ellos hace referencia a que, si U es
de U, el U-Modus Tollens estd garantizado para todos los
valores con & < y y s6lo hace falta verificar que se satisface
para el resto de valores, es decir, para y < x.

Proposicion 7: Sean I una funcién de implicacion borrosa,
N una negacién con ay = 0y U una uninorma de U, con
elemento neutro e. Entonces I, N satisfacen el Modus Tollens
respecto de U si y sélo si

U(N(y),I(x,y)) < N(z) paratodos y < .

Pasamos ahora a estudiar el caso en que la implicacién
satisface (IVP), que es el caso de la mayoria de implicaciones
derivadas de t-normas y t-conormas.

Proposicion 8: Sean I una funcién de implicacién borrosa
que satisface (NP), N una negacién y U una uninorma
conjuntiva con elemento neutro e. Si I, N satisfacen el Modus
Tollens respecto de U, entonces son ciertas las siguientes
propiedades:

1. U(N(y),y) = 0 para todo y € [0,1].

2. N(z)=0paratodox > ey N(z) < e para todo z > 0.

3. U(N(y),I(e,y)) =0 para todo y € [0, 1].

4. Si N es estrictamente decreciente en el intervalo 0, e,

ha de ser I(x,y) < e para todos y < z < e.

Podemos dar ahora una caracterizacién de las soluciones del
U-Modus Tollens para el caso en que [ satisfaga (NP), U
sea de Unm ¥ N sea estrictamente decreciente en el intervalo
10, ¢].

Teorema 1: Sean I una funcién de implicacién borrosa
que satisface (NP), U = (Ty, e, Sy)mm y N una negacién
estrictamente decreciente en |0, e[. Entonces I, N satisfacen
el Modus Tollens respecto de U, si y sélo si se satisfacen las
siguientes propiedades:

1. U(N(y),I(e,y)) =0 para todo y € [0, 1].

2. N(z) =0paratodox > ey N(z) < e paratodo x > 0.

3. I(z,y) < e para todos y < x < e.

4. I' y N’ satisfacen el Modus Tollens respecto de la t-

norma Ty para todos y < x, donde I’ y N’ vienen
dadas respectivamente por

1 siz <y
I'(z,y) = - 5
(.9) {I(ere’ey) siy<w ©)
1 sizx=0
N/(x) = {N(em) . (6)
== en cualquier otro caso,

Ejemplo 2: Consideremos la uninorma de Upyiy,, U =
(Tu,e,Su)min donde Ty = Tk es la tnorma de
Lukasiewicz y Sy es una t-conorma cualquiera. Sea N, la
negacién dada por

1 siz=0
Ne(zx)=Ce—xz si0<z<e
0 six >e.

Por tltimo, consideremos la implicacién:

1 sizx=00y=1
I(z,y) = {méx(e—z,y) si0<z<eyO0<y<e
y en cualquier otro caso.

Es facil ver que estos operadores satisfacen todas las condi-
ciones del teorema 1 y por lo tanto I, IV, satisfacen el Modus
Tollens respecto de la uninorma U.

Nota 1: Notemos que en el ejemplo anterior, al igual que en
el teorema 1, la t-conorma Sy puede ser cualquiera y lo mismo
sucede con los valores de la implicacién I fuera del rectdngulo
[0, e[% con la tnica condicién de que satisfaga (N P).

IV. U-MoDUS TOLLENS PARA RU-IMPLICACIONES

En el apartado anterior hemos visto que si trabajamos con
negaciones N con any > 0 (y ésto incluye las negaciones
continuas), entonces se requiere que las implicaciones satisfa-
gan I(1,y) = 0 para los valores de y < ayy. Esta propiedad
se satisface en RU-implicaciones derivadas, por ejemplo, de
uninormas representables y también de algunas idempoten-
tes. Por este motivo queremos estudiar en este apartado el
U-Modus Tollens para RU-implicaciones. Lo haremos para
RU-implicaciones derivadas de los tres tipos de uninormas
conjuntivas recordados en los preliminares y lo dividiremos
en una seccion para cada caso.

IV-A.  RU-implicaciones derivadas de uninormas en U,

Veremos que en este caso tampoco son posibles negaciones
continuas y volvemos a necesitar negaciones con ay = 0.
En lo que sigue tomaremos Uy una uninorma de Ui, de la
forma Uy = (Tp, e, So)min 1 v, su implicacién residuada
(ver [6] para detalles sobre su estructura). Entonces tenemos
los siguientes resultados.

Proposicion 9: Sea Iy, la implicacién borrosa derivada
de una uninorma Uy = (Tp,ep, So)mm, N una negacién
y U = (Ty,e,Sy) una uninorma conjuntiva. Si Iy,, N
satisfacen el Modus Tollens respecto de U, entonces son
ciertas las siguientes propiedades:

1. U(N(y),y) = 0 para todo y < eg.

2. ay =0 (es decir, N(z) < e para todo = > 0).

3. N(x) =0 para todo = > e.

4. Sieg < e, Ty es continua y Uleg, eg) = e, se satisface

N(z) < e para todo z > 0y N(z) = 0 para todo
T > eg.
Para caracterizar las soluciones en este caso distinguiremos
dos posibilidades segtin sea el orden de los elementos neutros
ey ep.

Teorema 2: Sea I, la implicacién borrosa derivada de una
uninorma Uy = (Tp, g, So)mm,> N una negacién y U una
uninorma conjuntiva con elemento neutro e = eg. Entonces
I, , N satisfacen el Modus Tollens respecto de U, si y solo
si se satisfacen las siguientes propiedades:

1. N(x)=0paratodox > ey N(z) < e paratodo x > 0.
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2. It, y N’ satisfacen el Modus Tollens respecto de la t-
norma Ty para todos y < z, donde I, es la implicacion
residuada derivada de la t-norma Ty y N’ viene dada por
la ecuacién (6).

Teorema 3: Sea Iy, la implicacién borrosa derivada de
una uninorma Uy = (Tp, €0, S0)mm, N una negacién y U
una uninorma conjuntiva con elemento neutro e con e < €.
Supongamos que Uy viene dada por Up(z,y) =

/I (T Y
eTy (5, ¢)
n( x—e y—e
e+ (eo — )Ty (eo*e, 6076)
eo+ (1 - e0)So (4222, 4=2)

min(x,y)

si z,y €0, €

si z,y € [e, eq]

si T,y € [605 1]
en cualquier otro caso,

siendo 7§, T} t-normas. Entonces Iy;,, N satisfacen el Modus
Tollens respecto de U, si y sélo si se satisfacen las siguientes
propiedades:

1. N(z) =0paratodox > ey N(z) < e paratodo x > 0.

2. Ity y N " satisfacen el Modus Tollens respecto de la t-

norma Ty para todos y < z, donde Ir; es la implicacion
residuada derivada de la t-norma 7} y N’ viene dada por
la ecuacion (6).

Teorema 4: Sea Iy, la implicacién borrosa derivada de
una uninorma Uy = (Tp, €0, 50)mm, N una negacién y U
una uninorma conjuntiva con elemento neutro e con ey < e.
Supongamos que U viene dada por U(x,y) =

Ty (5, %)

_ /1 x—eq Y—e€
eo + (6 eO)TU (e—eS’ e—eS)
e+ (1-e)Su (5, 1=2)

min(z, y)

si T,y € [0760]

si T,y € [6076]

si x,y € e, 1]
en cualquier otro caso,

siendo T7;, T{; t-normas. Entonces Iy;,, N satisfacen el Modus
Tollens respecto de U, si y solo si se satisfacen las siguientes
propiedades:

1. N(z) = 0 para todo z > ey y N(x) < eg para todo
x> 0.

2. It, y N’ satisfacen el Modus Tollens respecto de la t-
norma 77, para todos y < z, donde Iz, es la implicacién
residuada derivada de la t-norma Ty y N’ viene dada por
la ecuacion (6).

Nota 2: Notemos que cuando Uy(e,e) = e y Tp es continua
entonces la uninorma Uy = (Tp, o, So)mm viene dada como
en el teorema 3, ya que entonces 7 resulta ser suma ordinal
de dos t-normas. Andlogamente, la uninorma U viene dada
como en el teorema 4 siempre que U(eg,eq) = eg y Ty sea
continua.

Ejemplo 3: En el caso eg < e consideremos por ejemplo
uninormas Uy = (Tp, €0, S0)mm ¥ U como en el teorema 4
donde Tj, = T('] = Tyk la t-norma de Lukasiewicz y N la
negacién dada por

1 siz=0
NE@)=qe—z si0<z<ep
0 SiJfZeO,

Con estas restricciones se satisfacen las condiciones del teo-
rema y Iy,, N satisfacen el U-Modus Tollens respecto de la
uninorma U.

IV-B. RU-implicaciones derivadas de uninormas represen-
tables

No daremos en este apartado caracterizaciones generales
como en el anterior, pero si para casos concretos. En particular,
veremos que en este caso si se pueden hallar soluciones con
an > 0, incluso con negaciones fuertes. Concretamente, en
este apartado Uy denotard una uninorma representable de la
forma Uy = (eo, ho)rep ¥ LU, su implicacién residuada (ver
[3], [6] para detalles sobre su estructura). Recordemos que
entonces la funcién

Ny () = hg'(=ho(z)) para todo z € [0, 1]

es siempre una negacion fuerte que se conoce como la nega-
cién asociada a la uninorma Uj.

Teorema 5: Sea Iy, la implicacién borrosa derivada de una
uninorma representable Uy = (eo,h())rep, N}, su negacién
asociada y U una uninorma conjuntiva, continua por la izquier-
da con elemento neutro e. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

= Iy, Ny, satisfacen el Modus Tollens respecto de U.

w Iy, (z,y) < Iy(Npo(y), Npo(z)) para todos z,y €

[0, 1].

w U(z,y) < Uy(x,y) para todos z,y € [0,1].

Ejemplo 4: Sea Uy = (e, ho)rep UNa uninorma representable
con elemento neutro e €]0,1[. Es conocido entonces que
la t-norma subyacente Ty y la t-conorma Sy son estrictas.
Consideremos las uninormas de Uy, dadas por

U = <TU7675U>mfll y U/ = <mfnveasU>1nin~

Es obvio que U < Uy pero U’ £ Uy y por tanto, a partir
del teorema anterior, deducimos que Iy, , Ny, satisfacen el
U-Modus Tollens respecto de U pero no respecto de U’.

IV-C. RU-implicaciones derivadas de uninormas idempoten-
tes

Igual que en el apartado anterior, veremos que en este
caso también se pueden hallar soluciones con negaciones
fuertes. Concretamente, en este apartado Uy denotard una
uninorma idempotente de la forma Uy = (eq, go)ide ¥ Iv,
su implicaciéon residuada (ver [18] para detalles sobre su
estructura). Recordemos que en este caso, para que Iy, sea
realmente una implicacién, ha de ser go(0) = 1 aunque Uy
puede ser incluso disyuntiva.

Teorema 6: Sea Ny una negacién fuerte con punto fijo
eo, Iy, la implicacién borrosa derivada de una uninorma
idempotente Uy = {eg, No)ide y U una uninorma conjuntiva,
continua por la izquierda con elemento neutro e. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

= [y, , No satisfacen el Modus Tollens respecto de U.
» Iy, (z,y) < Iy(No(y), No(z)) para todos z,y € [0,1].
v U(z,y) < Up(z,y) para todos z,y € [0, 1].
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V. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En los procesos de inferencia borrosa resulta imprescindi-
ble utilizar conjunciones, implicaciones (y negaciones) que
satisfagan el Modus Ponens y el Modus Tollens. Adn cuan-
do generalmente las conjunciones se modelizan mediante t-
normas, cada vez es mads habitual introducir también el uso
de uninormas conjuntivas. En este sentido, generalizar el
Modus Ponens (Tollens) respecto de una de esas uninormas
se convierte en un punto interesante de estudio.

De forma similar a como se hizo para el Modus Ponens
en [15]-[17], en este trabajo se realiza un estudio del Modus
Tollens respecto de uninormas conjuntivas. Se dan diversas
propiedades necesarias para su cumplimiento y caracterizacio-
nes de las soluciones en diversos casos concretos. Se estudia
también el caso de RU-implicaciones derivadas de uninormas
de Upnin, de uninormas representables y de uninormas idem-
potentes.

Como trabajo futuro, quedan muchos flecos por analizar,
como son un estudio mds exhaustivo de los casos de RU-
implicaciones derivadas de uninormas representables e idem-
potentes, extender dicho estudio a RU-implicaciones derivadas
de otros tipos de uninormas (ver [10]) y también a (U, N)-
implicaciones derivadas de uninormas (ver [3]).
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Resumen—El Modus Ponens resulta ser una propiedad esen-
cial en los procesos de inferencia que se llevan a cabo tanto
en el razonamiento aproximado como en el control borroso.
De este modo es necesario que la conjuncién y la implicacion
borrosa utilizadas en dichos procesos de inferencia verifiquen
la desigualdad inherente a la propiedad del Modus Ponens.
Habitualmente la conjuncién borrosa se modeliza mediante una
t-norma aunque, cada vez mas, se sustituye la t-norma por
una uninorma conjuntiva. En este trabajo se estudia cuando
las (U, N)-implicaciones verifican el Modus Ponens respecto de
una uninorma conjuntiva U en general, de forma similar a cémo
se hizo para RU-implicaciones en [21], [22]. En la inecuacion
funcional derivada del Modus Ponens se ven involucradas dos
uninormas diferentes y una negacion borrosa dando lugar a
diversas posibilidades. De esta manera, en esta comunicacion se
presenta solo un primer paso en este estudio ya que, dependiendo
de las clases a las que pertenecen dichas uninormas, aparecen
numerosos casos a estudiar.

Index Terms—Funcién de implicacion borrosa, (U, N)-
implicacion, Modus Ponens, t-norma, uninorma, negacion natural
asociada.

I. INTRODUCCION

Las funciones de implicacién borrosas se utilizan habitual-
mente en el razonamiento aproximado y en el control borroso
para modelizar los condicionales borrosos y también para rea-
lizar inferencias. Cuando se considera la regla composicional
de inferencia de Zadeh, el Modus Ponens resulta ser esencial
en el proceso. Al trasladar dicha regla de inferencia al 4&mbito
borroso se obtiene la desigualdad funcional:

T(x,I(z,y)) <y paratodos z,y€[0,1, (1

donde T es una t-norma continua e / es una funcién de
implicacién borrosa.

Debido a la importancia del Modus Ponens, diversos investi-
gadores han ido realizando un estudio exhaustivo de aquellas t-
normas 7"y funciones de implicacién borrosas I que verifican
la ecuacién (1) a lo largo de los afios (véase por ejemplo
[2], [4], [17], [20], [30]-[33]). Los principales resultados en
este campo se han dado para implicaciones derivadas de t-
normas y t-conormas. Asi, las implicaciones residuadas y las
(S, N)-implicaciones se analizaron en detalle en [2], [30],
[31], mientras que las QL y D-implicaciones se investigaron en
[32]. Una recopilacion de estos resultados y una completacion
de los mismos se puede hallar en la seccién 7.4 del libro [4].

Sin embargo, existen otros tipos de implicaciones a con-
siderar (véase [3], [4], [24]). Entre estos otros tipos pode-
mos destacar las implicaciones derivadas de funciones de
agregacién mds generales que las t-normas y las t-conormas.
En particular, las implicaciones derivadas de uninormas se
han estudiado de manera exhaustiva (véase por ejemplo [1],
[51, [9], [18], [26]-[28]). De hecho, el Modus Ponens ha
sido analizado recientemente para dos tipos concretos de
implicaciones derivadas de uninormas: las RU-implicaciones
y las (U, N)-implicaciones (véase [17]).

Aunque las uninormas se introdujeron inicialmente en el
ambito de las funciones de agregacién (véase [11], [34]), se
han estudiado también como operadores logicos debido al
hecho de que son siempre conjuntivas o disyuntivas. Dada
su estructura, las uninormas se pueden ver claramente como
generalizaciones de las t-normas y t-conormas simultinea-
mente y, en este sentido, se ha comprobado ya su utilidad
en muchos campos como son los sistemas expertos borrosos
(véase [10]), las redes neuronales (véase [6]) y la ldgica
borrosa en general (véase [25] y las referencias alli citadas).
En particular, las uninormas conjuntivas se utilizan cada vez
mds como conjunciones borrosas y, en este sentido, sustituir
en el Modus Ponens la t-norma 7" por una uninorma conjuntiva
U resulta natural.

Siguiendo en esta linea, el caso de sustituir la t-norma 7" por
una uninorma conjuntiva U, dando lugar al llamado U-Modus
Ponens (o también U-condicionalidad), ha sido recientemente
propuesto por los autores en [21], [22]. En estos trabajos
se demuestra que la implicacion considerada en el U-Modus
Ponens tiene que verificar determinadas propiedades que son
caracteristicas de algunos tipos de implicaciones derivadas de
uninormas: las RU-implicaciones y las (U, N)-implicaciones.
En este sentido, el presente trabajo puede ser visto como una
continuacién de los articulos mencionados [21], [22] ya que,
en estos articulos se investigd el U-Modus Ponens para el
caso de las RU-implicaciones, mientras que en la presente
comunicacién hacemos lo mismo para el caso de las (U, N)-
implicaciones.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera: tras la
introduccién, dedicamos la seccién 2 a recordar algunos pre-
liminares para lograr que el trabajo sea lo mds autocontenido
posible. La seccién 3 estd dedicada al Modus Ponens respecto
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de una uninorma U, incluyendo algunos resultados generales
para (U, N)-implicaciones. Se demuestra en particular que la
uninorma disyuntiva U’ utilizada para construir la (U, N)-
implicacién solo puede pertenecer a unas pocas clases de
uninormas de entre las mas usuales, a saber, las representables,
las idempotentes y las continuas en ]0,1[%. Se realiza un
estudio exhaustivo para el caso de uninormas representables
mientras que, para los otros dos casos, se dan simplemente
diversos ejemplos. Finalmente, el trabajo concluye con la
seccién 4 dedicada a establecer algunas conclusiones y trabajo
futuro.

II. PRELIMINARES

Supondremos que el lector estd familiarizado con los resul-
tados bdsicos sobre t-normas, t-conormas y negaciones (para
mas detalles véase [14]). Supondremos también conocidos
los resultados basicos sobre implicaciones (véase [4], [20]).
A continuacién recordaremos solo algunos conceptos sobre
uninormas que utilizaremos a lo largo del trabajo. En cualquier
caso, mds detalles sobre uninormas y sus clases méas estudiadas
pueden hallarse en el reciente articulo recopilatorio [16].

Definicién 1: Una uninorma es una aplicacién U : [0, 1] —
[0,1] asociativa, conmutativa, creciente en cada variable y tal
que existe un elemento e € [0,1], llamado elemento neutro,
tal que U(e,x) = x para todo z € [0, 1].

Evidentemente, una uninorma con elemento neutro e = 1 es
una t-norma y una uninorma con elemento neutro e = 0 es una
t-conorma. Para cualquier otro valor e €]0, 1], la operacién se
comporta como una t-norma en [0, ¢]?, como una t-conorma
en [e,1]? y toma valores entre el minimo y el maximo en el
conjunto A(e) dado por

A(e) =[0,e[x]e,1] U Je, 1] x [0, €.

Denotaremos de forma habitual una uninorma con elemento
neutro e y t-norma y t-conorma subyacente, 7' y S respec-
tivamente, por U = (T,e,S). Cualquier uninorma verifica
que U(0,1) € {0,1} y cuando U(1,0) = 0 se dice que la
uninorma U es conjuntiva, mientras que cuando U(1,0) = 1
se dice que U es disyuntiva. Recordemos aqui la estructura de
tres de las clases mas usadas de uninormas conjuntivas.
Teorema 2: ( [11]) Sea U : [0,1]> — [0,1] una uninorma
con elemento neutro e € |0, 1[.
(a) Si U(0,1) = 0, entonces la seccién = +— U(z,1) es
continua excepto en x = e si y solo si U viene dada por

U(x’y) =
el (%, 2) si (2,y) € [0,¢]?,
e+ (1—e)S (g,%) si (1,y) € [e, 1)%,
min(z,y) si (z,y) € A(e),

donde T es una t-norma y S es una t-conorma.

(b) Si U(0,1) = 1, entonces la secciéon = — U(z,0) es
continua excepto en x = e si y solo si U viene dada
por la estructura anterior cambiando el minimo por el
mdximo en A(e).

Denotaremos por Uy, al conjunto de uninormas de la forma
dada en (a) y por Unmsx al conjunto de uninormas de la forma
dada en (b). Asimismo, una uninorma de Ui, con t-norma
subyacente 7', t-conorma subyacente .S y elemento neutro e la
denotaremos por U = (T, e, S)mm ¥, de forma similar, a una
uninorma de Un,sx la denotaremos por U = (T, e, S) max-

Las uninormas idempotentes fueron analizadas primero en
[7] y posteriormente caracterizadas en [8] para el caso de tener
alguna continuidad lateral, y en [15] para el caso general. El
resultado definitivo fue establecido en [29] como sigue.

Teorema 3: ( [29]) U es una uninorma idempotente con
elemento neutro e € [0,1] si y solo si existe una funcién
decreciente g : [0,1] — [0,1], simétrica respecto de la
identidad, con g(e) = e y tal que U(z,y) =

min(z,y) siy<g(z)o (y=g(z)yz<g*(x)),
méx(z,y) siy>g(x)o (y=g(x)yz>g*(z)),
oy siy=g(z)yz=g*(x),

siendo conmutativa en los puntos (z,y) tales que y = g(x)
con = = g(z).

Una uninorma idempotente U con elemento neutro e y
funcién asociada g, la denotaremos por U = (g,€)iqe y la
clase de todas las uninormas idempotentes la denotaremos por
Uiqe. Obviamente, para esta clase de uninormas, la t-norma
subyacente es siempre la t-norma minimo y la t-conorma
subyacente es siempre la t-conorma maximo.

Definicion 4: Diremos que una uninorma U con elemento
neutro e € |0, 1] es representable si existe una funcién estric-
tamente creciente h : [0, 1] — [—o0, +00] (llamada generador
aditivo de U, que es Unico salvo una constante multiplicativa
k > 0), con h(0) = —o0, h(e) =0y h(1) = +oo, tal que U
viene dada por

U(z,y) = h™" (h(z) + h(y))

para todo (z,y) € [0,1]2\ {(0,1),(1,0)} y U(0,1) =
U(1,0) =00 U(0,1) = U(L,0) = 1.

Una uninorma representable con elemento neutro e €]0, 1]
y generador aditivo h la denotaremos por U = (e, h)rep ¥
denotaremos la clase de todas las uninormas representables
por U,ep. Claramente, esta clase estd contenida en la clase de
uninormas continuas en ]0, 1[?> que fue caracterizada en [12]
(véase [16] para la version actual y para mas detalles).

Teorema 5: ( [16]) Sea U una uninorma continua en ]0, 1[2
con elemento neutro e €]0, 1[. Se verifica uno de los dos casos
siguientes:

(a) Existen u € [0, e[, A € [0,u], dos t-normas continuas T}
y T y una uninorma representable R tales que U viene dada
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u + —u)R(f:Z,%) si z,y € Ju, 1],
1 si min(z,y) € A1 (9
y méx(z,y) =1,
Aol si (z,y)=(\1)
o (z,y) = (L),
min(z,y) en cualquier otro caso.

(b) Existen v € e, 1], w € [v, 1], dos t-conormas continuas
S1y Sz y una uninorma representable R tales que U viene
dada por U(x,y) =

vR (%, %) si x,y € ]0,v],
v (w=0)8 (22, 222) siaye o,
wt (1-w)S, (£2,122) sizye w1,
0 si méx(z,y) € [0,w] (3

y min(z,y) =0,
wolo si (z,y) = (0,w)
o (xvy) - (OJ,O),
en cualquier otro caso.

max(z,y)

Denotaremos por Usos' la clase de todas las uninormas
continuas en ]0,1[%. La subclase formada por todas aque-
llas de la forma (2) la denotaremos por UUecosmin y Una
uninorma concreta de esta clase la denotaremos por U =
(T1, A\, Tz, u, (R, €))cos,min- Andlogamente, la subclase forma-
da por las uninormas de la forma (3) serd denotada por
Ucos,msx y Una uninorma concreta de esta clase la denotaremos
por U = ((R, €),v, S1,w, S2)cos,méx-

Definicién 6: Una operacién binaria I : [0,1]2 — [0,1]
es una funcion de implicacion borrosa, o una implicacion
borrosa, si satisface:

M) I(xz,z) > I(y,z) cuando z < y, para todo z €
[0,1].

(12) I(z,y) < I(xz,z) cuando y < z, para todo = €
[0,1].

1) I1(0,0)=1I(1,1)=1 e I(1,0)=0.

Noétese que, de la definicién, se desprende que I(0,z) = 1
e I(x,1) = 1 para todo x € [0,1] mientras que los valores
simétricos I(x,0) e I(1,x) no se derivan de la definicién.

Definicion 7: Sea I una implicacion borrosa. La funcién Ny
definida por Ny(z) = I(x,0) para todo = € [0, 1], se llama la
negacion natural de I y es siempre una negacién borrosa.

Por otra parte, existen diversas clases de funciones de
implicacién derivadas de uninormas. Recordamos aqui el caso
de las (U, N)-implicaciones.

' Aqui el subindice “cos” corresponde a las iniciales de:
square”.

“continuous open

Definicion 8: Sea U una uninorma y N una negacién bo-
rrosa. El (U, N)-operador derivado de U y N es la operacién
binaria definida por

IU,N(xay) = U(N(J,‘),y) para todos T,y € [07 1]

Es conocido que, con esta definicion, Iy ny es una funcién
de implicacién borrosa si y solo si U es disyuntiva y entonces
se conoce con el nombre de (U, N)-implicacion. Algunas
propiedades de las (U, N)-implicaciones han sido estudiadas
para diversos tipos de uninormas entre las que destacan las
ya recordadas en estos preliminares, pero también otras como
las uninormas localmente internas o compensatorias y las
uninormas con operadores subyacentes continuos (para mas
detalles véase [4], [5], [17], [19], [28]). Recientemente, el
Modus Ponens respecto de una t-norma 7' se ha estudiado
en detalle en [17] para implicaciones derivadas de uninormas.

III. U-MoDUS PONENS PARA (U, N)-IMPLICACIONES

En esta seccion queremos estudiar el Modus Ponens respec-
to de una uninorma U, o simplemente el U-Modus Ponens,
para la clase de las (U, N)-implicaciones. Empezamos estable-
ciendo de manera formal la definicién del U-Modus Ponens.

Definicion 9: Sea I una implicacién borrosa y U una
uninorma. Diremos que [ verifica el Modus Ponens respecto
de U (o simplemente el U-Modus Ponens), o también que [
es un U-condicional si

U(z,I(z,y)) <y paratodos z,y € [0, 1]. 4)

Nuestra intencién es estudiar la desigualdad anterior en el
caso en que la implicacién I sea una (U, N)-implicacién. Es
ya conocido (véase [21]) que si I y U verifican la inecuacién
(4), U tiene que ser necesariamente conjuntiva. Por lo tanto,
en todo lo que sigue, consideraremos que U es una uninorma
conjuntiva, U’ es una uninorma disyuntiva y N una negacién
borrosa a partir de las cuales derivamos la (U, N)-implicacién
Iy n. Damos primero algunas propiedades necesarias para
que se verifique el U-Modus Ponens.
Proposicion 10: Sea U una uninorma conjuntiva con ele-
mento neutro e €]0,1[ y U’ una uninorma disyuntiva con
elemento neutro e’ €]0, 1]. Sea N una negacién borrosa y sea
Iy n 1a correspondiente (U, N)-implicacién. Si Iy x verifica
el U-Modus Ponens respecto de U, se verifican las siguientes
propiedades:
i) U'(N(e),y) <y para todo y € [0,1]. En particular, se
tiene que cumplir N(e) < ¢’

ii) U'(N(z),y) < e para todos x,y tales que e < y < z. En
particular, se tiene que cumplir U’(0,y) < e para todo y
tal que e <y < 1.

iii) U(z, N(z)) < €’ para todo = € [0,1]. En particular, si
N tiene e como punto fijo, entonces U(en,en) < €.

iv) La negacién borrosa N verifica N(z) < 1 para todo
x> 0.

La proposicién anterior muestra algunas condiciones nece-
sarias sobre las uninormas U, U’ y sobre la negacién N para
que la correspondiente Iy v verifique el U-Modus Ponens. A
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partir de ahora, nos restringiremos al caso en que la uninorma
U’ es localmente interna en la frontera, esto es, U’ verifica
U'(0,y) € {0,y} paratodo y > e’ (véase [13], [16]). Notemos
sin embargo que esta condicion no es en absoluto restrictiva ya
que todas las clases habituales de uninormas son localmente
internas en la frontera. Eso incluye, no solo las clases recorda-
das en los preliminares, sino también las localmente internas
y las uninormas con operadores subyacentes continuos (véase
[16]).
El siguiente resultado actualiza la proposicién anterior en
el caso en que la uninorma U’ sea localmente interna en la
frontera.
Proposicion 11: Sea U una uninorma conjuntiva con ele-
mento neutro e €]0,1[ y U’ una uninorma disyuntiva, local-
mente interna en la frontera, con elemento neutro e’ €]0, 1].
Sea N una negacién continua y sea Iy y la correspondiente
(U, N)-implicacién. Si Iy y verifica el U-Modus Ponens
respecto de U entonces:
= Se tiene que cumplir U’(0,y) = 0 para todo y < 1.
= La negacién natural asociada a I/ y tiene que ser la
negacién dréastica Np dada por Np(z) = 0 para todo
x> 0.

s U’ no puede ser de Upsx.

= Si U es de Uesmax, digamos U’ =
((R,€),v,51,w,5)cos,max> entonces se tiene que
cumplir w = 1.

= Si U’ es idempotente, digamos U’ = (¢’, ¢');qe, entonces
se tiene que cumplir ¢'(0) = 1.

Nota 12: A partir de la proposicién anterior tenemos que la
uninorma disyuntiva U’ usada en la construccién de Iy y
no puede ser cualquiera. Sin embargo, notemos que aun
quedan otras posibilidades de entre las clases de uninormas
consideradas en los preliminares. Concretamente, U’ puede
ser de cualesquiera de las siguientes clases:

= uninormas representables, o

» uninormas idempotentes con ¢'(0) =1, o

= uninormas de Ugos,max con w =1, 0

= uninormas de Ucosmim con A = 0 (A = 0 es necesario

para asegurar que la uninorma U’ sea disyuntiva).

Antes de tratar con cada una de estas clases de forma sepa-
rada presentamos en esta seccion algunos resultados generales
adicionales.

Obviamente la (U, N)-implicacién Iy depende comple-
tamente no solo de la uninorma U’, sino también de la
negaciéon NN usada en su construccién. Recordemos que ya
hemos visto que la negacion N no puede tomar el valor
1 en puntos > 0 si queremos que se verifique el U-
Modus Ponens. Por el contrario, N puede tomar el valor 0 en
subintervalos no triviales como indica la siguiente proposicion.

Proposicion 13: Sea U’ una uninorma disyuntiva en alguna
de las clases descritas en la nota 12. Si N = Np es la
negacion borrosa dréstica, entonces I/ y viene dada por la
menor implicacién borrosa posible
1 siz=00y=1,

Iy Z, = ] x, = .
v ’N( v) o(@:y) 0 en cualquier otro caso,

que verifica siempre el U-Modus Ponens respecto de cualquier
uninorma conjuntiva U.

En lo que queda de seccién vamos a considerar solo el caso
en que la negacién N sea al menos continua, que es en realidad
el caso mds habitual®. En esta situacién, vemos que también
se puede descartar la clase de uninormas de Uecos max-

Proposicion 14: Sea U una uninorma conjuntiva con ele-
mento neutro e €]0,1[ y U’ una uninorma disyuntiva con
elemento neutro ¢’ €]0, 1]. Sea N una negacién continua y sea
Iy v la correspondiente (U, N)-implicacion. Si Iy n verifica
el U-Modus Ponens respecto de U entonces U’ no puede ser
de Z/{cos,méx-

Recordemos que cuando la negacién borrosa considerada
N es continua ha de tener un punto fijo que denotaremos por
en. En este caso tenemos hasta tres valores clave en nuestro
estudio. A saber, los elementos neutros de U, U’ y el punto
fijo de N, es decir, e,€’ y ey respectivamente. La siguiente
proposicion establece la relaciéon de orden posible entre los
mismos segun los casos.

Proposicion 15: Sea U una uninorma conjuntiva con ele-
mento neutro e €]0,1[ y U’ una uninorma disyuntiva con
elemento neutro ¢’ €]0,1[. Sea N una negacién continua
con punto fijo ey y sea Iy n la correspondiente (U, N)-
implicacién. Si Iy n verifica el U-Modus Ponens respecto
de U entonces,

= Si ¢/ < ey, necesariamente se tiene que cumplir ¢’ <

ey <e,y

s Si ¢/ = ey, necesariamente se tiene que cumplir ¢/ =

en <e.

Notemos que el caso ¢ > ey no estd incluido en la
proposicion anterior. Ello es debido a que en dicho caso, no
hay restricciones iniciales para la posicién de e con respecto
a los valores ¢’ > en.

El siguiente paso en nuestra investigacion serd realizar un
estudio del U-Modus Ponens para (U, N)-implicaciones deri-
vadas de uninormas de cada una de las clases posibles teniendo
en cuenta los resultados anteriores. Esto es, un caso para
(U, N)-implicaciones derivadas de uninormas representables
disyuntivas U’, otro para las derivadas de uninormas U’ de
Uecos,min con A = 0 y otro para las derivadas de uninormas
idempotentes U’ con ¢’(0) = 1.

III-A. Caso en el que U’ es una uninorma representable

Vamos a tratar en esta seccién con uninormas disyuntivas
representables del tipo U’ = (¢’, h')ep. En este caso la corres-
pondiente (U, N)-implicacién derivada de U’ y la negaciéon N
viene dada por

Iy n(w,y) = K1 (B (N (@) + k' (1))

para todos z,y € [0, 1], con el convenio +0co0 — 00 = +o0.
Recordemos también que, a partir de una uninorma repre-
sentable disyuntiva U’ = (e, h/)cp, se obtiene la negacion

2Recordemos que las negaciones continuas son las mas utilizadas en l6gica
borrosa y que contienen, en particular, a las negaciones fuertes (aquellas que
son involutivas) y también a las estrictas (aquellas que son estrictamente
decrecientes y continuas).
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fuerte Ny/(z) = h'~'(—h/(x)) para todo = € [0,1], que es
usualmente conocida como la negacién fuerte asociada a U’.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, se pueden obtener
en este caso los siguientes resultados parciales.

Proposicion 16: Sea U una uninorma conjuntiva con ele-
mento neutro e €]0,1[, U’ = (¢/, h'),ep disyuntiva, N una ne-
gacién borrosa e I/ i la correspondiente (U, N )-implicacién.
SiU < U’y N < Ny entonces Iy n verifica el U-Modus
Ponens respecto de U.

En el caso en que la negacién considerada N coincida con
la negacién fuerte asociada Ny, la condicion U < U’ se
convierte en necesaria y suficiente como se ve en el siguiente
resultado.

Proposicion 17: Sea U una uninorma conjuntiva con ele-
mento neutro e €]0,1[, U’ = (¢, ') 1ep disyuntiva, N = Ny,
la negacién fuerte asociada a U’ e Iy  n la correspondien-
te (U, N)-implicacién. Entonces I/ n verifica el U-Modus
Ponens respecto de U si y solo si U < U’.

Damos a continuacién algunos ejemplos de (U, N)-
implicaciones, basadas en uninormas disyuntivas representa-
bles, que verifican el U-Modus Ponens.

Ejemplo 18: A partir de resultados anteriores podemos
presentar los siguientes ejemplos de (U, N)-implicaciones que
verifican el U-Modus Ponens.

i) Sea U’ = (€/,h/)rep una uninorma representable dis-
yuntiva con elemento neutro ¢ €]0,1[ y N = N la
negacion fuerte asociada a U’. En estos casos, es sabido
que la t-norma Ty y la t-conorma Sy subyacentes son
estrictas. Consideremos entonces las uninormas de U,
dadas por

UO = <TU’;6/7SU’>m1'n y Ul = <min, 6/7SU>m1'n7

donde Sy es cualquier t-conorma. Entonces resulta claro
que Uy < U’ pero en cambio U; £ U’. De esta manera,
a partir de la proposicién 17, tenemos que Iy v verifica
el U-Modus Ponens respecto de Uy pero no lo verifica
respecto de Uj.

ii) Tomemos en este caso la uninorma dada por U'(z,y) =

1 si (z,y) € {(1,0),(0, 1)},

Yy :
———— en Iquier otr: .
=2)(i—y)Fzy ©N cualquie otro caso

Se sabe que U’ es una uninorma disyuntiva representable
con elemento neutro ¢’ = 1 y generador aditivo ' (z) =
log (&) (ver [11]). Més atin, su negacion asociada es
la negaci6n clasica N.(z) = 1 — z. De este modo, si
tomamos la uninorma de Uy, dada por U(z,y) =

2y si z,y <1/2,
20+ 2y — 22y —1 siz,y>1/2,
min(z,y) en cualquier otro caso,

podemos ver ficilmente que U < U’ y, considerando
cualquier negacién borrosa N tal que N < N, la
correspondiente (U, N)-implicacion Iy n verifica el U-
Modus Ponens respecto de U (aplicando simplemente la
proposicion 16).

Precisamente, debido a las restricciones de espacio, en
las secciones siguientes nos limitaremos a dar sendos ejem-
plos de (U, N)-implicaciones verificando el U-Modus Ponens,
basadas en uninormas disyuntivas pertenecientes a la clase
correspondiente. Dejaremos en cambio el estudio exhaustivo
de estos casos para un trabajo futuro.

III-B. Caso en el que U’ es una uninorma de Ugos min con

A=0

Damos en este caso el siguiente ejemplo que demuestra
la existencia de numerosas (U, N)-implicaciones verificando
el U-Modus Ponens basadas en uninormas disyuntivas de
Uecos,min con A = 0.

Ejemplo 19: Consideremos U’ una uninorma disyuntiva de
Ucos,mm con A = 0, digamos U’ = (0, T, u, (R, €))cos,min-
Consideremos cualquier uninorma U de Ui, con elemento
neutro e = u cualquier negacién borrosa continua N con punto
fijo ey = u y tal que N(z) < 1 para todo = > 0. Entonces,
la (U, N')-implicacién derivada de U’ y de N verifica siempre
el U-Modus Ponens respecto de U.

II-C. Caso en el que U’ es una uninorma idempotente con
9(0) =1

El siguiente ejemplo muestra que existen numerosas (U, N)-
implicaciones que verifican el U-Modus Ponens, en este caso
basadas en uninormas idempotentes disyuntivas con g(0) = 1.

Ejemplo 20: Consideremos una negacién fuerte N con
punto fijo e €]0,1[ y sean U y U’ las uninormas idempotentes
dadas respectivamente por:

min(x,y siy < N(x),
Ulz,y) =4 o) (z)
méx(x,y) siy> N(z),
y
U (2, y) = ml’fl(x,y) sty < N(z),
méax(x,y) siy > N(x).

Claramente tenemos que U es conjuntiva, U’ es disyuntiva y la
(U, N)-implicacién derivada de U’ y N verifica el U-Modus
Ponens respecto de U.

IV. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

El Modus Ponens es la regla borrosa bdsica comunmente
utilizada en el razonamiento aproximado y el control borroso
para manejar inferencias borrosas. De este modo, es 16gico
requerir a la conjuncién y a la implicacién borrosas que se
vayan a usar en los procesos de inferencia, que verifiquen la
inecuacién funcional asociada al Modus Ponens. Habitualmen-
te, se usa una t-norma para modelizar la conjuncidén borrosa
pero, cada vez mas, se utiliza también una uninorma conjuntiva
en su lugar, lo que nos lleva a considerar el llamado U-Modus
Ponens.

Dicha propiedad ya ha sido estudiada para implicaciones
residuadas derivadas de uninormas (RU-implicaciones) en
[21], [22]. Siguiendo en la misma linea, en este trabajo hemos
iniciado el estudio para (U, N)-implicaciones, es decir para
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implicaciones derivadas de uninormas disyuntivas y nega-
ciones borrosas. Hemos visto que, de entre las clases de
uninormas disyuntivas mds habituales, solo existen soluciones
en los casos de (U, N)-implicaciones derivadas de uninormas
representables, de uninormas en Ueosmin con A = 0y de
uninormas idempotentes con g(0) = 1. Hemos dado ejemplos
en cada uno de los tres casos, aunque, mientras que el
caso relativo a uninormas representables ha sido resuelto con
detalle, un estudio exhaustivo de los otros dos casos se ha
dejado para un trabajo futuro.

Queremos especificar que como trabajo futuro, ademas del
ya mencionado, pretendemos extender nuestro estudio a otros
tipos de implicaciones como son las h y (h, e)-implicaciones
recientemente introducidas en [23]. Finalmente, es nuestra
intencién desarrollar también un estudio similar de una ge-
neralizaciéon mediante uninormas de la regla de inferencia del
Modus Tollens.
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Resumen—Este trabajo es un resumen de los articulos [5] y
[6] publicados en Fuzzy Sets and Systems para su presentacion
en la Multiconferencia CAEPIA’18 KeyWorks.

Index Terms—Funcién de implicacién borrosa, cépula, impli-
cacion probabilistica, implicacion de supervivencia, implicacion
S-probabilistica, implicacién de S-supervivencia.

I. RESUMEN

La caracterizacion y representacioén de los conectivos 16gi-
cos borrosos es una de las principales lineas de investigacion
en el campo tedrico en légica borrosa. Como consecuencia de
este estudio, se ha conseguido caracterizar de forma axiomati-
ca un gran nimero de familias de conectivos 16gicos borrosos.
Por un lado, en el campo de las funciones de agregacion, se
han caracterizado varias familias de t-normas y t-conormas,
c6pulas y uninormas, entre otros operadores. Por otro lado,
hay que destacar el esfuerzo de muchos investigadores en la
caracterizaciéon de las familias de funciones de implicacién
borrosa. Asi, se han caracterizado las (S, N)-implicaciones
con N una negacién borrosa continua, las R-implicaciones
generadas a partir de t-normas continuas por la izquierda,
sus respectivas generalizaciones derivadas de uninormas, las
implicaciones f y g-generadas de Yager o las h-implicaciones,
entre otras. La importancia de estos operadores radica en
el gran nimero de aplicaciones que tienen en campos tan
diversos como el razonamiento aproximado, el control borroso,
el procesamiento de imagenes o la mineria de datos. Se pueden
consultar todas estas aplicaciones, en [1] y [2].

Una de las razones por las que las funciones de implicacién
borrosas son tan utilizadas es la flexibilidad existente en su
definicién:

Definicion 1: Una operacién binaria I : [0,1]2 — [0,1] se
llama una funcion de implicacion borrosa si satisface:

1) I(z1,y) > I(ze,y) cuando xz1 < x, para todo
y €[0,1].

(12) I(z,y1) < I(x,y2) cuando y; < yo, para todo
z € 10,1].

I13) I1(0,0)=1I(1,1)=1 e I(1,0)=0.

Esta definicién permite la existencia de una infinidad de
familias de funciones de implicacién borrosas. Cada una de
estas familias satisface alguna propiedades adicionales que
son utiles para algunas de las aplicaciones anteriormente
mencionadas. De esta manera, dependiendo de la aplicacién
considerada, se puede escoger la funcién de implicacién
borrosa que satisface las propiedades adicionales deseables.
Sin embargo, esta necesidad de disponer de un repertorio
extenso de estos operadores ha tenido un efecto no deseado.
En los tdltimos afios, se han propuesto multitud de familias,
algunas de una complejidad notable, cuya caracterizacion se
desconoce. Esto ha provocado la apariciéon de familias, que
aunque fueron presentadas como nuevas familias, después de
estudiarlas en profundidad y obtener su caracterizacién, se
demostr6 que tenfan interseccién o incluso que coincidian
con familias ya conocidas. Por tanto, es de suma importancia
caracterizar las familias de funciones de implicacién borrosas
introducidas hasta la fecha para conocer el comportamiento de
cada familia y su relacién con las demads.

Este ha sido el objetivo de los articulos [5] y [6]. En estos
trabajos, se han caracterizado cuatro familias de funciones
de implicacion borrosas derivadas de cOpulas y que fueron
introducidas en [3] y [4] con la idea de combinar tanto la
imprecision modelada mediante los conceptos borrosos como
la aleatoriedad proveniente de la teoria de probabilidades.
Estas familias son las siguientes:

1) Implicaciones probabilisticas:

Ie(z,y) = {

donde C' es una cépula que satisface C(x1,y)xs >
C(z2,y)z1 para todo z1 < z9 e y € [0,1].
2) Implicaciones de supervivencia:

Tt = {

1 six =0,
Cev) iz >0,

1 siz =0,

—14+C(l—a,1— .
2ty +ng( 2,1-y) siz >0,
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donde C' es una c6pula que satisface C(1—x1, 1—y)xo—
C(l—z2,1—y)x; > (1—y)(x2—x1) paratodo 21 < 9
ey e [0,1].
3) Implicaciones S-probabilisticas: Ic(z,y) = C(z,y) —
x4+ 1 donde C' es una cépula.
4) Implicaciones de S-supervivencia: fg (z,y) =y+C(1—
2,1 —y) donde C' es una cépula.
Concretamente, en [5] se obtiene la caracterizacion de las
implicaciones S-probabilisticas y de las implicaciones de
S-supervivencia. En dicha caracterizacién, juegan un papel
importante tanto el concepto de negacién natural de una
implicacién dada por Ny(x) = I(x,0), como las propiedades
adicionales siguientes:

= El principio de neutralidad por la izquierda,

I(1,y) =y,

n El 2-crecimiento,

y € [0,1]. (NP)

I(zo, 1) +1(z1,92) < I(xy,y1)+1(22,92), (2—1C)

para todo x1 < x2 e y1 < Yo

En este punto, la caracterizacion es la siguiente:
Teorema 2: Sea I : [0,1]> — [0,1] una funcién binaria.
Entonces las afirmaciones siguientes son equivalentes:
i) I satisface (NP), (2-IC), N;(z) = Nq(z) =1 -z e
1(0,y) = I(x,1) = 1 para todo z,y € [0, 1].
ii) I es una implicacion material generada por una co-
cépula D y la negacién borrosa N, ie., I(z,y) =
D(1 —z,y).
iii) I es una implicacién S-probabilistica generada por una
copula C.
iv) I es una implicacién de S-supervivencia generada por
una cépula C”.

Ademds, las expresiones de D, C'y C’ son tnicas y vienen
dadas por

D(Z‘,y) :I(l_%y),
C(aj7y) zl(a:,y)+a:— 1a
Cl(l‘,y) :I(l—CC,l—y)—Fy—l,

para todo x,y € [0,1].

La relevancia de este resultado radica en el hecho que se
demuestra que las familias de implicaciones S-probabilisticas
y de S-supervivencia son en realidad la misma y ademas,
coinciden con las implicaciones materiales generadas por una
co-copula y N.. Asi, cualquier futuro estudio relativo a estas
implicaciones puede centrarse en una sola de estas familias y
los resultados pueden ser facilmente reescritos en términos de
las otras familias.

Un estudio similar se lleva a cabo en [6] para las familias de
implicaciones probabilisticas e implicaciones de superviven-
cia. En dicho trabajo, se obtienen las caracterizaciones de estas
familias demostrando de nuevo que ambas familias coinciden.
El siguiente resultado aporta dicha caracterizacion.

Teorema 3: Sea I : [0,1]> — [0,1] una funcién binaria.
Entonces las afirmaciones siguientes son equivalentes:

i) I es una implicacién probabilistica derivada de una
copula C.
ii) I es una implicacién de supervivencia derivada de una
cépula C’.
iii) I satisface (I1), (NP), I(0,y) = 1 para todo y € [0, 1],
la propiedad

2ol (z2,y1) + 21l(z1,y2) < 21l(z1,91) + 221 (22, Y2)
paratodo z1 < zo ey < Yo y

1 siz=0,
Ni(z) = Np,(z) = { 0 en otro caso.

Ademds, las expresiones de C'y C’ son tnicas y vienen dadas
por

Clz,y) =al(z,y),
C'z,y) =ax+y—-1+10—-2)I(1—-2,1-1y),

para todo z,y € [0,1].

La coincidencia de estas dos familias puede demostrarse de
forma alternativa usando el concepto de cépula de supervi-
vencia C* que a partir de una cépula C, se construye como
C*(z,y) =x+y—1+C(1—x,1—y) para todo z,y € [0, 1].

Teorema 4: Sea C' una cépula y sea I una funcién binaria.
Entonces I es una implicaciéon probabilistica derivada de la
copula C si, y sélo si, I es una implicacién de supervivencia
derivada de la cépula C*. Esto es, Ic = I}.. o, equivalente-
mente, Ic- = If.

En resumen, las caracterizaciones obtenidas en los articulos
[5] y [6] han permitido, por una parte, reducir cinco familias de
funciones de implicacién borrosas a dos tnicas familias y por
otra parte, clarificar su estructura y propiedades adicionales.
Esto permitird simplificar el estudio de dichas familias y
facilitar su aplicacién en cualquier campo donde las funciones
de implicacién borrosa han demostrado su utilidad.
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