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Resumen El método TODIM (Toma de Decisién Interactiva y Multi-
criterio) ha sido utilizado en la Toma de Decisiones (TD) para incorporar
el comportamiento de los expertos modelado por la Prospect Theory. Di-
versas extensiones para el método TODIM han sido presentadas para
manejar la incertidumbre de distintos problemas de TD. Recientemente,
el modelado de la duda de los expertos al proporcionar sus preferencias
ha despertado el interés de multiples investigaciones. En esta contribu-
cién se presenta una extensién del método TODIM para modelar la duda
de los expertos en problemas de TD lingiifstica mediante el uso de Con-
juntos de Términos Lingiiisticos Difusos Dudosos (CTLDD), para lo que
serd necesario mejorar funciones de comparaciéon de CTLDD actuales.

Keywords: Toma de decisién multi-criterio, conjunto de términos lingiifsti-
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1. Introduccién

La Toma de Decisién Multicriterio (TDMC) es un proceso de decisién com-
plejo no sélo porque los criterios puedan ser contradictorios y conflictivos entre
si, sino también por la incertidumbre inherente a la valoracién de los mismos. En
la Toma de Decisién (TD) lingiifstica [7] dicha incertidumbre ha sido modelada
satisfactoriamente con informacién lingtiistica mediante el Enfoque Lingtiistico
Difuso [5]. En la mayorfa de las ocasiones las valoraciones lingiifsticas consistian
en términos lingiiisticos simples, una tdnica etiqueta, dando lugar a situacio-
nes en las que los expertos no podian o no sabian modelar su conocimiento
mediante una unica etiqueta lingiiistica. Para facilitar el modelado de estas si-
tuaciones Rodriguez et al. [8] presentaron el concepto de Conjunto de Términos
Lingiifsticos Difusos Dudosos (CTLDD) que permite la expresién de informacién
linglifstica mediante el uso de expresiones lingiiisticas complejas generadas por
gramadticas libres de contexto.

Dado que nuestro interés se centra en la integracién del uso de los CTLDD
junto con el comportamiento de los expertos en la TDMC, en esta contribucién
consideramos el uso del modelo TODIM [1] que utiliza la Prospect Theory (PT)
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[2] para modelar el comportamiento de los expertos respecto a su aversién al
riesgo y que ha sido aplicado con éxito a distintos problemas de TD [6] en
contexto cuantitativos, incluyendo extensiones para manejar nimeros difusos
[3], conjuntos difusos dudosos [12], etc.

Para alcanzar el objetivo de nuestra contribucién presentaremos una exten-
sién del modelo TODIM capaz de manejar CTLDD, para ello también intro-
duciremos una funcién de evaluacién para mejorar la comparacién de CTLDD
debido a que TODIM hace uso de comparaciones entre criterios. Dicha funcién
para comparar CTLDD se integrara en nuestra propuesta para la medicién del
grado de dominancia que calcula el TODIM.

El resto de esta contribucién se organiza como sigue: la Seccién 2 hace una
breve revisién sobre el modelo TODIM y el concepto de CTLDD. La Seccién
3 define una nueva funcién de evaluacién para comparar CTLDD. La seccién
4 presenta el modelo TODIM extendido para CTLDD. La seccién 5 muestra
un ejemplo ilustrativo del modelo TODIM propuesto, y finalmente se presentan
algunas conclusiones en la Seccién 6.

2. Preliminares

Esta seccién introduce brevemente el modelo TODIM y revisa conceptos

bésicos sobre CTLDD.

2.1. Modelo TODIM clasico

El modelo TODIM [1] mide el grado de dominancia de cada alternativa sobre
el resto utilizando una funcién valor basada en la PT [2]. Su principal ventaja
es su capacidad para capturar el comportamiento de los expertos.

Suponemos un problema TDMC donde X =

{@1,...,2m} es un conjunto de

alternativas, C' = {c1,...,¢,} un conjunto de criterios y w = {w1,...,w,} un
vector de pesos de criterios, siendo w; el peso del criterio ¢;. Sea P = (pij)mxn
su matriz de decisién, con p;; la valoracién del experto para la alternativa z; € X
respecto al criterio ¢; € C. El modelo TODIM consiste en 6 pasos:

1. Normalizar la matriz de decisién P = (pij)mxn €0 Z = (2ij)mxn-
2. Calcular los pesos relativos wj, de los criterios ¢;(j = 1,2,...,n) respecto
al criterio de referencia ¢,:

wjr = w;/wy, 9]

siendo w, = max{w;|j =1,...,n}.
3. Calcular el grado de dominancia, 4')1(1“1;‘.), para cada alternativa x; sobre
el resto de alternativas x; con respecto a cada criterio ¢;, i.e.,

45,7(1“1/»') =
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siendo 6 el factor de atenuacién de las pérdidas y z;; — zx; indica la ganancia
o pérdida de la alternativa z; sobre la alternativa xj respecto el criterio c;
si zij — zk; > 0, 0 si 25 — 25 < 0, respectivamente.
4. Calcular el grado de dominancia para cada alternativa x; sobre el resto
ap(k=1,2,...,m):
n
§(wi, p) = Z@](.T,Z,.T,k) (3)

=1
5. Calcular el grado de dominancia global para cada alternativa z;,
et O, i) — min; {3757, 8@, 2x)}

) = e (S, 6@ an)) — mim (3 b an))

donde 0 < ¢(z;) < 1.
6. Obtener el ranking de alternativas segun el grado de dominancia global.
Cuanto mayor sea ((z;), mejor serd la alternativa z;.

2.2. Conjunto de términos lingiiisticos difusos dudosos

Los CTLDD se presentaron en [8] para facilitar el modelado de la duda en
TD entre distintos valores lingliisticos en contextos cualitativos:

Definicién 1 [8] Sea S = {so,....s4} un conjunto de términos lingiiisticos,
un CTLDD Hg, se define como un subconjunto finito ordenado de términos
lingiiisticos consecutivos de S.

Hg = {si,Sit1,---,8;}, tal que sy € S, ke {i,....j} (5)

Ejemplo 1 Sea S = {Nada, Muy Bajo, Bajo, Medio, Alto, Muy Alto, Per fecto}
un conjunto de términos lingiisticos, y ¥ una variable lingiiistica, un CTLDD
Hg(9) podria ser,

Hg(9) = {Medio, Alto, Muy Alto, Per fecto}

Hg(¥) = {Muy Bajo, Bajo, Medio}

Sin embargo, los expertos no suelen expresar su duda con una secuencia de
valores sino utilizando expresiones lingiiisticas, S;. Por lo que, Rodriguez et al.
[7] propusieron el uso de gramaticas libres de contexto, Gy, para construir dichas
expresiones y para operar con ellas se definié una funcién de transformacién,
Eg,, [8] de Sy a CTLDD.

Definicién 2 [8] Sea Eg,, una funcidn que transforma las expresiones lingiisti-
cas Il obtenidas mediante la gramdtica libre de contexto Gy, en CTLDD Hg,
donde S es el conjunto de términos lingiiisticos utilizado por Gy, y Sy es el
conjunto de expresiones lingiiisticas generadas mediante G .

Eg, : Su — Hs (6)
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Para facilitar los procesos computacionales con CTLDD, se propuso el con-
cepto de envoltura de un CTLDD.

Definicién 3 /8] La envoltura de un CTLDD Hg, env(Hs) es un intervalo
lingtiistico cuyos limites son obtenidos mediante sus extremos.

env(Hs) = [Hy, HE], Hi < HY, (7)

donde Hg = min{s;|s; € Hg} y H; = max{s;|s; € Hg}.

3. Comparacién de CTLDD

Dado que nuestro objetivo es extender el modelo TODIM para utilizar CTLDD
y dicho modelo hace uso de comparaciones por pares entre los criterios, en esta
seccién se analizan dos métodos de comparacién para CTLDD y se propone un
nuevo método mejorado de comparaciéon para CTLDD basado en una funcién
de evaluacién.

3.1. Analisis de métodos de comparacién de CTLDD

Aqui revisamos dos métodos para comparar CTLDD.
El primer método propuesto en [8] utiliza el concepto de envoltura de un
CTLDD y la comparacién de intervalos presentada en [9].

Definicién 4 (8] Sean HY y HZ dos CTLDD yenv(HY) = [HL_ HL.], env(HZ) =
[Hg,,,Hézur] la envoltura de HY y H%. La comparacion entre H y HZ es como
sigue:

HL > HE siy solo si env(H}) > env(H3),

HL ~ HZ siy solo si env(H}) ~ env(H2)

Otro método basado en la teorfa de la probabilidad introducido en [11],
considera que dos CTLDD, H} y HZ, para ser comparados tienen que tener el
mismo nimero de términos. Para lo que en caso de ser necesario se construyen
dos conjuntos de términos lingiiisticos H{ y H, anadiendo en cada CTLDD
términos linguisticos existentes en cada conjunto. Por tanto, para comparar H
v HZ, comparamos los términos lingiiisticos en su lugar correspondiente en Hy
y Hj calculando un grado de posibilidad.

Definicién 5 [11]. Sea H} y HZ dos CTLDD, el grado de posibilidad de H}
sobre HZ, formalizado como o(H% > HZ) es calculado como sigue:

0'5‘H§(1.2)‘ + | Hug> g

H} > HE) =
o(Hg > Hy) |H7] ®)
siendo Hy, o) = {si | s € HYN HZ} el conjunto de términos lingiiisticos co-

munes en Hy y HE, Huzsuy; = {s} | s} € Hf,s? € H3,s; > s7} el conjunto de
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el

todos los términos lingtiisticos en Hy mayores que los términos en Hy, y | X
numero cardinal de un conjunto X.
Sio(HY > H2) > 0.5 = H} es superior a H3 con el grado de o(HY > HZ).
Sio(HY > H%) =1= H} es absolutamente superior a H.
Sio(HY > H%) = 0.5 = H} es indiferente a H.

Para analizar los métodos revisados utilizamos el siguiente ejemplo (ver [10]
para mas detalle).

Ejemplo 2 Supongamos que tenemos el conjunto de términos lingiisticos S =
{s0,...,86} ylos CTLDD Hé = {ss}, Hé = {s3,54} y HS = {s1,52,53,54, 55,56}

Utilizando el método de comparacién propuesto en [8] obtenemos que HZ >
Hé, Hgv ~ Hg y Hg > HL. Por tanto, no se puede distinguir entre Hg v H;
De igual forma, el método introducido en [11], obtiene que H2 es indiferente a
H3 y H} es superior a H} con un grado de 0.583.

Ambos métodos obtienen el valor 0.5 al comparar H§ y Hg por lo que no es
posible distinguir entre ellos. Sin embargo en TD parece que un CTLDD, como
H$, que contiene més términos lingiiisticos que HZ, tiene mayor grado de duda,
por tanto, Hg deberfa ser més fiable y mayor que Hé

Por tanto vamos a definir un nuevo método de comparacién que incorpore la
anterior consideracién al comparar CTLDD.

3.2. Funcién de evaluacién para comparar CTLDD

Proponemos un método de comparacién basado en una nueva funcién de
evaluacién que considera dos aspectos: (i) el término lingiiistico medio y (ii) el
grado de duda. De forma que su resultado deberia incrementar a medida que
se incrementa el término lingiiistico medio y decrementar conforme el grado de
duda de un CTLDD es mayor, es decir, cuanto mayor sea el niimero de términos
que contiene. Para medir el grado de duda, se calcula la varianza normalizada
de los indices de los términos lingiiisticos que componen el CTLDD.

Definicién 6 Sea S = {sq,...,s4} un conjunto de términos lingiisticos, y
Hg = {s5,|l = 1,...,#Hg} un CTLDD en S. La funcién de evaluacién F(Hg)
se define,

1 #Hs (5, 5)2
_ 5 _ #Hs ~l=1 (&
F(Hs) =0 var(g)

- 2 a2
donde § = #}1% #Hs 5 y var(g) = wymt{%,

; )

Definicién 7 La comparacion entre dos CTLDD estd basada en la funcion de
evaluacion introducida previamente, F(Hg).

HY > HZ siy solo si F(HL) > F(H2).

HLl = HZ siy solo si F(H}) = F(H3).
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Siguiendo el Ejemplo 2, los CTLDD son comparados usando las Def. 6 y 7.
F(H) =3-9=3,
. 3-3.5)2+(4-3.5)> _ 5 44
F(HZ) = 3.5 — @3 HU307 _ 3 4375 ¢
]F(Hg) —35_ (173.5)2+(2—3.5)2+(3—35)Z;Eﬁ—s.sf+(5—3A5)2+(6—3.5)2 — 2.7708.

Por tanto el ranking obtenido es, HZ > HL > H}.

Como se puede observar, la nueva funcién de evaluacién permite comparar
CTLDD més eficientemente, ya que no solo considera el término lingiiistico me-
dio, sino también su grado de duda. Esta funcién de evaluacién sera utilizada en
el modelo TODIM que se presenta en la siguiente seccién.

4. Método TODIM extendido para manejar CTLDD

Esta seccién propone una extensiéon del método TODIM para resolver proble-
mas de TDMC utilizando CTLDD. Antes de presentar el nuevo método TODIM
se introduce la notacién que se va a utilizar.

Sea X = {z1,...,2,} un conjunto de alternativas, C = {ci,...,¢,} un con-
junto de criterios y, w = {wy, ..., w, } un vector de pesos para los criterios donde
Z;;l w; =1y 0 < w; <1. En este problema de TDMC suponemos que tene-
mos el conjunto de términos lingiifsticos S = {so,...,4}, y la grdmatica libre
de contexto Gy definida en [8] que genera expresiones lingiifsticas comparativas
para valorar los criterios y alternativas.

En primer lugar las expresiones lingiiisticas comparativas proporcionadas
por los expertos son transformadas en CTLDD mediante la funcién de trans-
formacién Eg,, introducida en la Def. 2, para obtener una matriz de decisién
P = (pij)mxn, donde cada valoracién p;; es un CTLDD que representa la valo-
racién de la alternativa x; sobre el criterio c;.

Los criterios pueden representar costes o beneficios. En caso de ser costes,
éstos son transformados en beneficios obteniendo una matriz de decisién norma-
lizada Z = (ZL])any

- pij,  beneficio cj,
= {NCKJ(P”‘), coste cj, (10)

donde Neg(pi;) = {Neg(ss,)|ss, € pij,I = 1,...,#pi;}. La negacién de un
término lingiiistico s; € S, se calcula como Neg(s;) = sq_;.

Una vez la matriz normalizada es obtenida, se calcula el grado de dominancia
para cada alternativa utilizando una funcién valor basada en la PT [2]. Para ello
es necesario establecer un criterio de referencia y calcular el peso relativo de cada
criterio al criterio de referencia. Normalmente, el criterio con mayor peso es el
que se establece como criterio de referencia y el peso relativo wj,. del criterio ¢;
respecto el criterio de referencia ¢, se puede obtener mediante la Ec. (1). Las
valoraciones z;; son comparadas mediante la Def. 6 y a continuacién se calcula
el grado de dominancia de cada alternativa x; sobre el resto de alternativas xj,
segilin un criterio ¢; mediante la siguiente funcién:
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Jwirda(zij, 2k5) ) 35—y wir, st F(zij) — Fzk;) > 0

D (i, wx) = 0, si F(zi5) — F(zr;) = 0 (11)
(s ) deCong ) s i BGas) — Faw) <0,

donde la distancia dg(2i;, zi;) definida en [4] muestra la ganancia de la alterna-
tiva x; sobre la alternativa xj, respecto al criterio ¢; si F(z;;) — F(zx;) > 0, y la
pérdida si F(z;;) — F(zx;) < 0. El parametro 6 > 0 es el factor de atenuacién de
las pérdidas. Por tanto, cuanto mayor sea 6 menor sera el grado de aversion.

El grado de dominancia &(z;, z;) de la alternativa z; sobre la alternativa zj,
se obtiene mediante la Ec. (3). Después se obtiene el grado de dominancia global
((z;) para cada alternativa mediante la Ec. (4). Finalmente las alternativas son
ordenadas segin su grado de dominancia global.

A continuacién se introduce un algoritmo que indica los pasos a seguir para
aplicar el método TODIM propuesto.

1. Transformar las expresiones linglifsticas comparativas proporcionadas en
CTLDD mediante la funcién de transformacién Eg,, .

2. Construir la matriz de decisién de CTLDD, P = (pi;)mxn; Pij € Hs-

3. Normalizar la matriz de decisién mediante la Ec. (10), Z = (2i;)mxn-

4. Determinar el criterio de referencia ¢, y calcular los pesos relativos w;, (j =
1,...,n) mediante la Ec. 1.

. Calcular el grado de dominancia @ (z;, z) de las alternativas z;(i = 1,...,m)
sobre las alternativas zx(k = 1,...,m) respecto a cada criterio ¢; utilizando
la Ec. (11).

6. Calcular el grado de dominancia §(z;, x1) de cada alternativa 2;(i = 1,...,m)

sobre el resto de alternativas @y, (k = 1,...,m) utilizando la Ec. (3).
7. Calcular el grado de dominancia global {(z;) para cada alternativa z; utili-
zando la Ec. (4).

8. Ordenar las alternativas mediante el grado de dominancia global obtenido

en el paso anterior.

ot

ot

. Ejemplo ilustrativo

Esta seccién presenta un problema de TDMC el cual es resuelto mediante el
modelo TODIM propuesto en la seccién anterior.

Supongamos que una empresa tiene que seleccionar la compania de telecomu-
nicaciones que mejor se ajusta a sus necesidades y el director de la empresa tiene
que eligir entre 4 posibles alternativas: companiia 1 (x1), comparita 2 (x2), com-
paiita 3 (x3) y compariia 4 (x4). Para ello tiene en cuenta 4 criterios: satisfacion
del precio (cy), calidad (c2), servicio (c3) y seguridad (cyq). El director de la em-
presa proporciona sus valoraciones mediante expresiones lingiiisticas comparati-
vas generadas por la gramatica libre de contexto Gy definida en [8] y el conjunto
de términos lingiiisticos S = {ninguno(n), muy bajo(mb),bajo(b), medio(m),
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alto(a), muy alto(ma), per fecto(p)}. En este problema los criterios tienen dis-

tinta importancia, siendo el vector de pesos w = (0.2,0.15,0.15,0.5)7. La Tabla
1 muestra las valoraciones proporcionadas por el director de la empresa.

Tabla 1. Valoraciones sobre las alternativas y criterios

c1 c2 c3 cy
x1 entrebya ma entre mb y m entre mb y m
x2 menor que mb entre b y m entre a y ma entre a'y ma
x3 menor que b entre b y ma ma P
T4 m entre b y a entre mb y b mayor que ma

Para resolver este problema de TDMC seguiremos los pasos del modelo TO-
DIM propuesto para manejar CTLDD.

1. Las expresiones lingiifsticas comparativas proporcionadas por el director de
la empresa son transformadas en CTLDD tal y como muestra la Tabla 2.

Tabla 2. Valoraciones transformadas en CTLDD

z1 {bm,a} {ma}  {mb,b,m} {mb,b,m}
xz2 {n,mb} {b,m} {a,ma} {ama}
z3 {n,mb,b} {bm,a,ma} {ma} {p}
x4 {m} {bm,a} {mb,b} {ma,p}

2. Construimos la matriz de decisién de CTLDD, P = (pi;)mxn-

{b,m,a} {ma} {mb,b,m} {mb,b,m}

{n,mb} {b,m} {a,ma} {a,ma}

{n,mb,b} {b,m,a,ma} {ma}  {p}
{m} {b,m,a} {mb,b}  {ma,p}

. La matriz de decision P, estd ya normalizada.

4. Seleccionamos como criterio de referencia, Seguridad (c4), ya que es el criterio
con mayor peso, ws=0.5. Los pesos relativos son,

P =

w

wyy =04, wye =03, wyz =03, wyy =1.

5. Calculamos el grado de dominancia @;(x;,x)) de las alternativas x;(i =
1,2,3,4) sobre las alternativas z;(k = 1,2,3,4) respecto a cada criterio
¢;. Para ello utilizamos la medida de distancia generalizada definida en [4]
con A=1.5 y el factor de atenuacién § = 1. Los resultados obtenidos son
mostrados en la Tabla 3.

6. Calculamos el grado de dominancia §(z;,zy) de cada alternativa sobre el
resto de alternativas (ver Tabla 4).
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Tabla 3. Grados de dominancia de cada alternativa sobre el resto de alternativas
respecto a cada criterio

c1 Z1 T2 z3 T4 C2| 1 T2 z3 T4
1 0 0.2682 0.239 -0.7383 0 0.2326 0.192 0.2113
x2]-1.3408 0 -0.6482 -1.343 22|-1.5507 0 -1.0526 -0.7485
x3|-1.1952 0.1296 0 -1.22 z3] -1.28 0.1579 0 0.1162
4] 0.1477 0.2686 0.244 0 x4]-1.4088 0.1123 -0.7746 0

C3 Ty T2 xr3 ZTa Ca| T1 T2 T3 Ta

z1| 0 -1.5482-1.7059 0.1123 z;| 0 -0.848 -1.0746 -1.0017
2| 0.2322 0 -0.7746 0.2535 2| 0.424 0 -0.6637 -0.5345
23]0.2559 0.1162 0 0.2746 x3|0.5373 0.3318 0 0.2121
24]-0.7485 -1.6903 -1.8304 0 24]0.5008 0.2673 -0.4243 0

Tabla 4. Grado de dominancia de cada alternativa sobre el resto de alternativas

Lt T2 3 T4
x| 0 -1.8954 -2.3495 -1.4164
r2]-2.2353 0 -3.1391-2.3724
3| -1.682 0.7356 0 -0.6172
x4]-1.5088 -1.0422 -2.7852 0

7. Calculamos el grado de dominancia global ¢(x;) para cada alternativa.

C(x1) = 0.3373, ((22) =0, ((ws) =1, ¢(w4) = 0.3899.

8. Ordenamos las alternativas segin el grado de dominancia global,

T3 > T4 > X1 > T

Finalmente, el director de la empresa selecciona como mejor compania de
telecomunicaciones la compania 3.

6. Conclusiones

El modelo TODIM se usa para resolver problemas de TDMC considerando
el comportamiento de los expertos respecto a su aversion al riesgo. Sin embar-
20, s6lo permite a los expertos expresar sus valoraciones mediante informacién
numérica y en muchas situaciones debido a la incertidumbre y vaguedad de la
informacién, el uso de informacién lingiifstica es mas adecuado. Recientemen-
te se ha introducido el concepto de CTLDD que permite modelar la duda que
pueden tener los expertos cuando tienen que expresar sus valoraciones mediante
informacién lingtiistica. En esta contribucién hemos propuesto una extension del
médelo TODIM capaz de modelar la duda de los expertos mediante CTLDD. La
ventaja mas importante del modelo propuesto es que puede modelar la duda de
los expertos a la vez que considera su comportamiento. Ademds, se ha definido
una funcién de evaluacién para mejorar la comparacién de CTLDD con respecto
a otros métodos.
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