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Resumen— Recientemente, los test estad́ısticos no

paramétricos han emergido como una metodoloǵıa

eficaz, robusta y asequible para la evaluación de nue-

vas propuestas de metaheuŕısticas y algoritmos evo-

lutivos, alcanzando gran popularidad en la literatura.

En este trabajo se revisan los métodos no pa-

ramétricos de comparaciones múltiples más represen-

tativos, aplicados a un caso de estudio. La revisión

concluye con una compilación de preguntas frecuen-

tes, completando la utilidad del tutorial como gúıa

para investigadores que deseen contrastar los resulta-

dos de sus estudios experimentales de forma rigurosa.
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I. Introducción

El diseño de experimentos es un tarea de impor-
tancia capital en el desarrollo de nuevos propuestas.
La validación de nuevos algoritmos frecuentemen-
te requiere la definición de un marco experimental
exhaustivo, incluyendo un amplio abanico de pro-
blemas y algoritmos del estado del arte. La parte
cŕıtica de estas comparaciones recae en la validación
estad́ıstica de los resultados, contrastando las dife-
rencias encontradas entre métodos.

En este sentido, es importante contar con una me-
todoloǵıa estad́ıstica robusta que avale las conclusio-
nes obtenidas. Dentro del elenco de técnicas disponi-
bles, destacan los tests no paramétricos [12] debido
a su flexibilidad y a las pocas restricciones de uso
que presentan (en contraste a su contrapartida pa-
ramétrica, la cual sufre a menudo problemas deriva-
dos de la imposibilidad de cumplir las propiedades
de independencia, normalidad y homocedasticidad,
necesarias para su uso [9]).

Las primeras apariciones de metodoloǵıas es-
tad́ısticas se limitan a realizar comparaciones del al-
goritmos por pares. El Test de Signos y el Test de
Wilcoxon (y su contrapartida paramétrica, el t-test)
permiten evaluar el rendimiento de dos algoritmos
en un entorno multiproblema. Un número razonable-
mente elevado de problemas permite a estos tests es-
tablecer una comparación fiable entre pares de técni-
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de Jaén, 23071, Jaén, España. Email: sglopez@ujaen.es

D. Molina es miembro del Dpto. de Lenguajes y Sistemas
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cas, produciendo un p-valor para reflejar el resultado
de dicha comparación. Sin embargo, es habitual en-
contrar situaciones en que las comparaciones por pa-
res son insuficientes. Por ejemplo, la presentación de
una nueva propuesta generalmente requerirá la reali-
zación de una comparación simultánea contra varios
métodos del estado del arte. En este tipo de casos,
las comparaciones por pares suelen ser insuficientes,
ya que los p-valores obtenidos al realizar cada com-
paración no pueden acumularse de forma rigurosa.
El error cometido por considerar simultáneamente
una familia de hipótesis relacionadas en lugar de to-
marlas individualmente hace deseable la utilización
de técnicas de comparación múltiple para obtener un
análisis más preciso.

En este trabajo se revisan un conjunto de tests de
comparaciones múltiples, aplicados sobre un estudio
experimental común (Sección II). El cuerpo princi-
pal (Sección III) lo componen el Test de Friedman
y sus dos versiones avanzadas: El Test de Friedman
Alineado, y el Test de Quade. La Sección IV presen-
ta varios procedimientos posteriores de identificación
de diferencias (post-hoc). Seguidamente, la Sección V
incluye otros de comparaciones múltiples aplicables
en éste contexto. En la Sección VI se revisan algunas
preguntas frecuentes sobre el uso de esta metodo-
loǵıa, de especial relevancia. Finalmente, la Sección
VII concluye el trabajo.

II. Marco experimental

Para ilustrar el funcionamiento de los tests, se
ha seleccionado como caso de uso una comparación
basada en los 25 problemas presentados en la Se-
sión Especial de Optimización de Parámetros Reales
del Congreso IEEE sobre Computación Evolutiva de
2005 (CEC’2005). En la comparación, se han em-
pleado 4 algoritmos clásicos: Un algoritmo de Op-
timización de Nube de Part́ıculas (PSO), un algo-
ritmo Genético Estacionario (SSGA), un algoritmo
de Búsqueda Dispersa con operador de cruce BLX
(SS-BLX) y un modelo de Evolución Diferencial
con operador de cruce Rand/1/exp (DE-EXP).

Como medida de rendimiento, se ha recogido para
cada problema el error medio obtenido en 50 ejecu-
ciones de cada técnica. Se han empleado las versiones
de 10 dimensiones de los problemas, y las ejecuciones
han finalizado al alcanzar un error inferior a 10−8 o
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tras consumir 100000 evaluaciones 1. Estos resulta-
dos se mostrarán en las diferentes secciones del tra-
bajo, según vayan siendo empleados por los distintos
procedimientos estad́ısticos.

III. Tests de comparaciones multiples

En esta sección se presenta el Test de Fried-
man como procedimiento para realizar comparacio-
nes múltiples entre diferentes algoritmos. Una vez
revisado, se describirán los Tests de Friedman Ali-
neado y Quade, como versiones avanzadas del mis-
mo.

A. Test de Friedman

El Test de Friedman [7], [8] trabaja asignando ran-
kings rij a los resultados obtenidos por cada algorit-
mo j en cada problema i. Esto es, para cada pro-
blema, se asigna un ranking 1 ≤ rij ≤ k, donde k

es el número de algoritmos a comparar. Estos ran-
kings se asignan de forma ascendente, es decir, 1 al
mejor resultado, 2 al segundo, etc. (en caso de haber
empates, se asignan rankings medios).

El Test de Friedman requiere el cálculo de los ran-
kings medios de los algoritmos sobre los n problemas,

Rj =

∑n

i=1
rij

n
(1)

La hipótesis nula que indica que todos los algorit-
mos se comportan similarmente, por lo que sus ran-
kings Rj deben ser similares. Siguiendo esta hipóte-
sis, el estad́ıstico de Friedman

FF =
12n

k(k + 1)

[

ΣjR
2

j −
k(k + 1)2

4

]

(2)

se distribuye de acuerdo a una distribución χ
2 con

k − 1 grados de libertad. Este estad́ıstico fué mejo-
rado a su vez por Iman y Davenport, quienes mos-
traron que el estad́ıstico de Friedman presenta un
comportamiento demasiado conservativo. Para evi-
tar éste problema, propusieron otro estad́ıstico más
ajustado

FID =
(n− 1)FF

n(k − 1)− FF

(3)

que se distribuye de acuerdo a una distribución F

con k− 1 y (k− 1)(n− 1) grados de libertad. La Ta-
bla A10 de [14] permite consultar los valores cŕıticos
de este test. Si se rechaza la hipótesis nula, se puede
proceder con un test post-hoc para encontrar dife-
rencias a posteriori (esto se detallará más adelante,
en la Sección IV).

La Tabla I muestra los rankings obtenidos para el
caso de estudio. Los rankings medios proporcionan
una comparación interesante de los algoritmos. En

1Una descripción más detallada del marco experimental em-
pleado, incluyendo configuraciones y parámetros de los algo-
ritmos, puede encontrarse en [5]

TABLA I

Rankings del Test de Friedman.

Algoritmo PSO SSGA SS-BLX DE-EXP

F1 1,23E-01 (3) 8,42E-06 (2) 3,40E+02 (4) 8,26E-06 (1)
F2 2,60E+01 (3) 8,72E-02 (2) 1,73E+03 (4) 8,18E-06 (1)
F3 5,17E+07 (2) 7,95E+07 (3) 1,84E+08 (4) 9,94E+04 (1)
F4 2,49E+03 (3) 2,59E+00 (2) 6,23E+03 (4) 8,35E-06 (1)
F5 4,10E+05 (4) 1,34E+05 (3) 2,19E+03 (2) 8,51E-06 (1)
F6 7,31E+05 (4) 6,17E+03 (2) 1,15E+05 (3) 8,39E-06 (1)
F7 2,68E+02 (1) 1,27E+06 (2,5) 1,97E+06 (4) 1,27E+06 (2,5)
F8 2,04E+04 (2,5) 2,04E+04 (2,5) 2,04E+04 (2,5) 2,04E+04 (2,5)
F9 1,44E+04 (4) 7,29E-06 (1) 4,20E+03 (3) 8,15E-06 (2)
F10 1,40E+04 (3) 1,71E+04 (4) 1,24E+04 (2) 1,12E+04 (1)
F11 5,59E+03 (4) 3,26E+03 (3) 2,93E+03 (2) 2,07E+03 (1)
F12 6,36E+05 (4) 2,79E+05 (3) 1,51E+05 (2) 6,31E+04 (1)
F13 1,50E+03 (4) 6,71E+02 (3) 3,25E+02 (1) 6,40E+02 (2)
F14 3,30E+03 (4) 2,26E+03 (1) 2,80E+03 (2) 3,16E+03 (3)
F15 3,40E+05 (4) 2,92E+05 (2) 1,14E+05 (1) 2,94E+05 (3)
F16 1,33E+05 (4) 1,05E+05 (2) 1,04E+05 (1) 1,13E+05 (3)
F17 1,50E+05 (4) 1,19E+05 (2) 1,18E+05 (1) 1,31E+05 (3)
F18 8,51E+05 (4) 8,06E+05 (3) 7,67E+05 (2) 4,48E+05 (1)
F19 8,50E+05 (3) 8,90E+05 (4) 7,56E+05 (2) 4,34E+05 (1)
F20 8,51E+05 (3) 8,89E+05 (4) 7,46E+05 (2) 4,19E+05 (1)
F21 9,14E+05 (4) 8,52E+05 (3) 4,85E+05 (1) 5,42E+05 (2)
F22 8,07E+05 (4) 7,52E+05 (2) 6,83E+05 (1) 7,72E+05 (3)
F23 1,03E+06 (4) 1,00E+06 (3) 5,74E+05 (1) 5,82E+05 (2)
F24 4,12E+05 (4) 2,36E+05 (2) 2,51E+05 (3) 2,02E+05 (1)
F25 5,10E+05 (1) 1,75E+06 (3) 1,79E+06 (4) 1,74E+06 (2)
Rj 3,38 2,56 2,34 1,72

media, DE-EXP obtuvo el mejor ranking (1,72), se-
guido por SS-BLX y SSGA (que muestran un ren-
dimiento más parecido), mientras que PSO ofrece el
peor resultado. En este punto, el Test de Friedman
procede comprobando si los rankings medios obte-
nidos son significativamente diferentes del ranking
medio esperado bajo la hipótesis nula, Rj = 2, 5

FF = 12·25
4(4+1)

·

[

(3, 38)2 + (2, 56)2 + (2, 34)2 + (1, 72)2 −

4(4+1)2

4

]

= 21,18

FID =
(25−1)21,18

25(4−1)−21,18
= 9,44

Con cuatro algoritmos y 25 conjuntos, FID se dis-
tribuye de acuerdo a una distribución F con 4−1 = 3
y (4− 1)(25− 1) = 72 grados de libertad. El p-valor
calculado usando la distribución F (3, 72) es 2,46E-
05, por lo que la hipótesis nula se rechaza con una
alta probabilidad.

B. Test de Friedman Alineado

El Test de Friedman está orientado a realizar com-
paraciones intra-conjunto (comparaciones entre ren-
dimientos de algoritmos en un solo conjunto), sin
considerar las interrelaciones que puedan existir en-
tre los conjuntos de la prueba completa. Cuando el
número de algoritmos en la comparación es pequeño
(3,5,. . .), este procedimiento tiene cierta desventa-
ja. En estos casos, en los que la comparación entre
conjuntos de datos es más deseable, es recomendable
emplear el Test de Friedman Alineado [11].
En esta técnica, se calcula el rendimiento medio

alcanzado por cada algoritmo en cada problema (va-
lor de localización). Después, se calculan las diferen-
cias entre el rendimiento obtenido por cada algorit-
mo con respecto al valor de localización. Este paso
se repite para todos los algoritmos y problemas. Las
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TABLA II

Rankings del Test de Friedman Alineado.

Algoritmo PSO SSGA SS-BLX DE-EXP

F1 -8,50E+01(51) -8,51E+01(50) 2,55E+02(57) -8,51E+01(49)
F2 -4,13E+02(45) -4,39E+02(44) 1,29E+03(63) -4,39E+02(43)
F3 -2,72E+07(2) 5,50E+05(98) 1,05E+08(100) -7,88E+07(1)
F4 3,08E+02(59) -2,18E+03(34) 4,05E+03(67) -2,18E+03(33)
F5 2,73E+05(92) -2,20E+03(31) -1,34E+05(17) -1,36E+05(16)
F6 5,18E+05(97) -2,07E+05(13) -9,84E+04(19) -2,13E+05(12)
F7 -1,13E+06(3) 1,45E+05(85) 8,40E+05(99) 1,39E+05(84)
F8 4,75E+01(56) -1,25E+01(54) -3,25E+01(53) -2,50E+00(55)
F9 9,74E+03(68) -4,64E+03(28) -4,49E+02(42) -4,64E+03(29)
F10 3,58E+02(60) 3,44E+03(66) -1,29E+03(37) -2,50E+03(32)
F11 2,13E+03(65) -2,05E+02(46) -5,31E+02(40) -1,39E+03(36)
F12 3,54E+05(96) -2,92E+03(30) -1,32E+05(18) -2,19E+05(9)
F13 7,18E+02(62) -1,13E+02(48) -4,60E+02(41) -1,44E+02(47)
F14 4,24E+02(61) -6,17E+02(39) -8,45E+01(52) 2,78E+02(58)
F15 8,00E+04(78) 3,22E+04(74) -1,46E+05(15) 3,42E+04(75)
F16 1,95E+04(70) -8,50E+03(27) -9,70E+03(26) -1,30E+03(38)
F17 2,03E+04(72) -1,09E+04(25) -1,11E+04(24) 1,78E+03(64)
F18 1,33E+05(82) 8,82E+04(79) 4,87E+04(76) -2,70E+05(7)
F19 1,17E+05(80) 1,58E+05(87) 2,32E+04(73) -2,98E+05(6)
F20 1,25E+05(81) 1,63E+05(88) 2,00E+04(71) -3,08E+05(5)
F21 2,16E+05(90) 1,54E+05(86) -2,13E+05(11) -1,56E+05(14)
F22 5,37E+04(77) -1,55E+03(35) -7,07E+04(21) 1,86E+04(69)
F23 2,31E+05(91) 2,07E+05(89) -2,23E+05(8) -2,15E+05(10)
F24 1,37E+05(83) -3,93E+04(22) -2,40E+04(23) -7,33E+04(20)
F25 -9,38E+05(4) 2,99E+05(94) 3,46E+05(95) 2,94E+05(93)
Suma 1625 1372 1148 905
Media 65 54,88 45,92 36,2

diferencias resultantes (observaciones alineadas) se
ordenan desde 1 hasta k · n de forma relativa unas
con otras. A partir de ah́ı, el esquema de ranking es
el mismo que el empleado por un procedimiento de
comparaciones múltiples con muestras independien-
tes, como el test de Kruskal-Wallis. De este modo,
los rankings asignados a las observaciones alineadas
se denominan rankings alineados.

El estad́ıstico del Test de Friedman Alineado se
define como

FAR =
(k − 1)

[

∑k

j=1
R̂2

j − (kn2/4)(kn+ 1)2
]

{[kn(kn+ 1)(2kn+ 1)] /6}− (1/k)
∑n

i=1
R̂2

i

(4)

donde R̂i es igual al ranking total del i-ésimo pro-
blema y R̂j es el ranking total del j-ésimo algoritmo.

El estad́ıstico FAR se ajusta a una distribución χ
2

con k−1 grados de libertad. Los valores cŕıticos pue-
den encontrarse en la Tabla A3 de [14]. Si se rechaza
la hipótesis nula, se puede proceder con un test post-
hoc para encontrar diferencias a posteriori (esto se
detallará más adelante, en la Sección IV).

A continuación se muestra la aplicación del Test
de Friedman Alineado a nuestro caso de estudio. La
Tabla II muestra las observaciones alineadas y los
rankings alineados (entre paréntesis) obtenidos.

De nuevo, los rankings medios proporcionan una
buena comparación de los algoritmos. En media,
DE-EXP es el mejor con ranking 36,2; SS-BLX

y SSGA muestran un rendimiento similar con ran-
kings 45,92 y 54,88 , mientras que PSO aparece en
último lugar con ranking 65. Ahora el Test de Fried-
man Alineado comprueba si la suma de rankings ali-
neados es significativamente diferente al ranking ali-
neado total Rj = 1262, 5 esperado bajo la hipótesis
nula:

k
∑

j=1

R̂2

.j = 16252 + 13722 + 11482 + 9052 = 6659938

n
∑

i=1

R̂2

i. = 2072 + 1952 + . . .+ 2862 = 1054198

FAR =
(4− 1)

[

6659938− (4 · 252/4)(4 · 25 + 1)2
]

{[4 · 25(4 · 25 + 1)(2 · 4 · 25 + 1)] /6}− (1/4) · 1054198
=

= 19,743

Con 4 algoritmos y 24 problemas, FAR se distri-
buye de acuerdo a una distribución χ

2 con 4− 1 = 3
grados de libertad. El p-valor calculado usando la
distribución χ

2(3) es 1,92E-04, por lo que la hipótesis
nula es rechazada con un alto nivel de significancia.

C. Test de Quade

El Test de Friedman considera que todos los pro-
blemas son iguales en importancia. Una alternativa
a esto podŕıa tener en cuenta que algunos proble-
mas son más dif́ıciles o que las diferencias registra-
das en la ejecución de varios algoritmos sobre ellos
son más distantes. Aśı, los rankings calculados en
cada problema podŕıan escalarse dependiendo de las
diferencias observadas en los rendimientos de los al-
goritmos.

El test de Quade [13] lleva a cabo un análisis con
rankings ponderados de las muestras de resultados.
El procedimiento comienza encontrando los rankings
rij de la misma forma que el Test de Friedman. El
siguiente paso requiere los valores originales de ren-
dimiento de los algoritmos xij . Los rankings se asig-
nan a los problemas de acuerdo al tamaño del rango
de la muestra en cada uno. El rango de la muestra en
un problema i es la diferencia entre la observación
más alta y la más baja en dicho problema

Rango en el problema i: = máx
j

xij −mı́n
j

xij (5)

Obviamente, hay n rangos muestrales, uno por ca-
da problema. Asignamos el ranking 1 al conjunto con
el menor rango, el 2 al segundo con menor rango, etc
. . . , hasta el mayor rango que obtiene un ranking n.
Se utilizan rankings medios en caso de empate. Sean
Q1, Q2, . . . , Qn los rankings asignados a los proble-
mas 1, 2, . . . , n, respectivamente.

Finalmente, el ranking Qi se multiplica por la di-
ferencia entre rankings dentro de cada problema i,
rij , y el ranking medio de cada conjunto, (k + 1)/2
para obtener el producto Sij , donde

Sij = Qi

[

rij −
k + 1

2

]

(6)
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TABLA III

Rankings del Test de Quade.

Problema Rango Qi PSO SSGA SS-BLX DE-EXP

F1 3,40E+02 2 1,23E-01(1)(6) 8,42E-06(-1)(4) 3,40E+02(3)(8) 8,26E-06(-3)(2)
F2 1,73E+03 5 2,60E+01(2,5)(15) 8,72E-02(-2,5)(10) 1,73E+03(7,5)(20) 8,18E-06(-7,5)(5)
F3 1,84E+08 25 5,17E+07(-12,5)(50) 7,95E+07(12,5)(75) 1,84E+08(37,5)(100) 9,94E+04(-37,5)(25)
F4 6,23E+03 8 2,49E+03(4)(24) 2,59E+00(-4)(16) 6,23E+03(12)(32) 8,35E-06(-12)(8)
F5 4,09E+05 16 4,10E+05(24)(64) 1,34E+05(8)(48) 2,19E+03(-8)(32) 8,51E-06(-24)(16)
F6 7,31E+05 22 7,31E+05(33)(88) 6,17E+03(-11)(44) 1,15E+05(11)(66) 8,39E-06(-33)(22)
F7 1,97E+06 24 2,68E+02(-36)(24) 1,27E+06(0)(60) 1,97E+06(36)(96) 1,27E+06(0)(60)
F8 8,00E+01 1 2,04E+04(0)(2,5) 2,04E+04(0)(2,5) 2,04E+04(0)(2,5) 2,04E+04(0)(2,5)
F9 1,44E+04 9 1,44E+04(13,5)(36) 7,29E-06(-13,5)(9) 4,20E+03(4,5)(27) 8,15E-06(-4,5)(18)
F10 5,94E+03 7 1,40E+04(3,5)(21) 1,71E+04(10,5)(28) 1,24E+04(-3,5)(14) 1,12E+04(-10,5)(7)
F11 3,52E+03 6 5,59E+03(9)(24) 3,26E+03(3)(18) 2,93E+03(-3)(12) 2,07E+03(-9)(6)
F12 5,73E+05 21 6,36E+05(31,5)(84) 2,79E+05(10,5)(63) 1,51E+05(-10,5)(42) 6,31E+04(-31,5)(21)
F13 1,18E+03 4 1,50E+03(6)(16) 6,71E+02(2)(12) 3,25E+02(-6)(4) 6,40E+02(-2)(8)
F14 1,04E+03 3 3,30E+03(4,5)(12) 2,26E+03(-4,5)(3) 2,80E+03(-1,5)(6) 3,16E+03(1,5)(9)
F15 2,26E+05 14 3,40E+05(21)(56) 2,92E+05(-7)(28) 1,14E+05(-21)(14) 2,94E+05(7)(42)
F16 2,92E+04 10 1,33E+05(15)(40) 1,05E+05(-5)(20) 1,04E+05(-15)(10) 1,13E+05(5)(30)
F17 3,14E+04 11 1,50E+05(16,5)(44) 1,19E+05(-5,5)(22) 1,18E+05(-16,5)(11) 1,31E+05(5,5)(33)
F18 4,03E+05 15 8,51E+05(22,5)(60) 8,06E+05(7,5)(45) 7,67E+05(-7,5)(30) 4,48E+05(-22,5)(15)
F19 4,56E+05 19 8,50E+05(9,5)(57) 8,90E+05(28,5)(76) 7,56E+05(-9,5)(38) 4,34E+05(-28,5)(19)
F20 4,71E+05 20 8,51E+05(10)(60) 8,89E+05(30)(80) 7,46E+05(-10)(40) 4,19E+05(-30)(20)
F21 4,29E+05 17 9,14E+05(25,5)(68) 8,52E+05(8,5)(51) 4,85E+05(-25,5)(17) 5,42E+05(-8,5)(34)
F22 1,24E+05 12 8,07E+05(18)(48) 7,52E+05(-6)(24) 6,83E+05(-18)(12) 7,72E+05(6)(36)
F23 4,54E+05 18 1,03E+06(27)(72) 1,00E+06(9)(54) 5,74E+05(-27)(18) 5,82E+05(-9)(36)
F24 2,10E+05 13 4,12E+05(19,5)(52) 2,36E+05(-6,5)(26) 2,51E+05(6,5)(39) 2,02E+05(-19,5)(13)
F25 1,28E+06 23 5,10E+05(-34,5)(23) 1,75E+06(11,5)(69) 1,79E+06(34,5)(92) 1,74E+06(-11,5)(46)
Suma Sj 234 75 -30 -279
Rankings medios

Tj =
Wj

n(n+1)/2 3,22 2,73 2,41 1,64

es un estad́ıstico que representa el tamaño relativo
de cada observación dentro de cada problema, ajus-
tado para reflejar la significancia relativa del proble-
ma en el que aparece.

Para relacionarlo con Friedman, usaremos el ran-
king sin ajuste medio:

Wij = Qi [rij ] (7)

Sj denota la suma para cada clasificador,Sj =
∑n

i=1 Sij y Wj =
∑n

i=1 Wij , para j = 1, 2, . . . , k.
Después, debemos calcular los términos

A = n(n+ 1)(2n+ 1)k(k + 1)(k − 1)/72 (8)

B =
1

n

k
∑

j=1

S2
j (9)

El estad́ıstico es

FQ =
(n− 1)B

A−B
(10)

que está distribuido de acuerdo a una distribución
F con k − 1 y (k − 1)(n− 1) grados de libertad. La
tabla de valores cŕıticos para esta distribución puede
consultarse en [14], Tabla A10. Si la hipótesis nula
es rechazada, se puede proceder con un test post-

hoc para encontrar diferencias a posteriori (esto se
detallará más adelante, en la Sección IV).

La Tabla III muestra un ejemplo del uso del test
de Quade sobre el marco experimental descrito. Los

rankings medios Tj =
Wj

n(n+1)/2 pueden ser compara-

dos con los rankings obtenidos por el Test de Fried-
man clásico. En este caso, DE-EXP es el mejor al-
goritmo con ranking 1,64, SS-BLX y SSGA obtie-
nen la segunda y tercera posición, con rankings 2,41
y 2,63, respectivamente; y el peor algoritmo es PSO

con ranking 3,22. El test de Quade comprueba si las
suma de rankings ponderados Sj son significativa-
mente diferentes de 0 (hipótesis nula)

A = 25(25+ 1)(2 · 25+ 1)4(4+ 1)(4− 1)/72 = 27625

B =
1

25

[

(234)2 + (75)2 + (−30)2 + (−279)2
]

= 5564, 88

FQ =
(25− 1)5564, 88

27625− 5564, 88
= 13,166427

Con 4 algoritmos y 24 problemas, FQ se distribuye
de acuerdo a una distribución F con 4 − 1 = 3 y
4 − 1 · 25 − 1 = 72 grados de libertad. El p-valor
calculado usando la distribución F(3,69) es 6,06E-
07, por lo que la hipótesis nula se rechaza con un
alto nivel de significancia.

IV. Procedimientos post-hoc de

identificación de diferencias

Tanto el Test de Friedman como sus dos propues-
tas avanzadas (Friedman Alineado y Quade) no iden-
tifican las diferencias existentes entre el mejor algo-
ritmo encontrado (denominado como algoritmo de
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control) y el resto. Estos test se limitan a detectar la
existencia o no de diferencias en todo el conjunto de
resultados. Si las encuentran, es necesario proceder
con un procedimiento post-hoc de identificación de
diferencias (basados en la distribución normal).

Para aproximar el estimador z de una distribución
normal a partir de la diferencias entre dos rankings
para cada uno de los tests descritos anteriormente se
debe realizar lo siguiente:

Test de Friedman: En [4] podemos ver que la ex-
presión para calcular z es

z = (Ri −Rj)/

√

k(k + 1)

6n
(11)

donde Ri y Rj son los rankings medios obtenidos por
el test de Friedman.

Test de Friedman Alineado: Puesto que los ran-
kings relativos se convierten en absolutos, la expre-
sión para calcular el valor z es la misma que la que
se usa en el test de Kruskal-Wallis [4]

z = (R̂i − R̂j)/

√

k(k + 1)

6n
(12)

donde R̂i y R̂j son los rankings medios obtenidos por
el test de Friedman.

Test de Quade: En [3], el estad́ıstico para compa-
rar dos algoritmos se proporciona usando la distri-
bución t de Student, pero es posible aproximarla a
la distribución normal para calcular el valor z [14].

z = (Ti − Tj)/

√

k(k + 1)(2n+ 1)(k − 1)

18n(n+ 1)
(13)

donde Ti =
Wi

n(n+1)/2 , Tj =
Wj

n(n+1)/2 y Wi y Wi a son

los rankings sin ajuste de medias proporcionados por
el Test de Quade.

A continuación, presentamos los 4 procedimien-
tos más útiles para detectar diferencias a posteriori.
Existen más alternativas, pero apenas ofrecen algu-
na diferencia de potencial con respecto a las 4 que
se detallan aqúı [10]. Una vez obtenido el valor z, es
posible obtener a partir de él el p-valor no ajustado
correspondiente. La utilidad de estos procedimien-
tos post-hoc radica en que son capaces de calcular el
P-Valor Ajustado (PVA) considerando la familia de
hipótesis completa para cada pareja de algoritmos
comparados.

Seguidamente, se detalla la manera de calcular el
PVA para cada procedimiento [16]. Para ello, usare-
mos la siguiente notación:

Los ı́ndices i y j corresponden a una hipótesis de
comparación entre los algoritmos i y j, de acuerdo
a un orden incremental de sus p-valores no ajusta-
dos p. El ı́ndice i siempre se refiere al algoritmo de
control cuyo PVA será calculado.

pj es el valor p obtenido para la hipótesis j-ésima.
k es el número de algoritmos a comparar.

TABLA IV

P-valores ajustados usando DE-EXP como método de

control.

i 1 2 3
Algoritmo PSO SSGA SS-BLX

Friedman
p no ajustado 0.000005 0.021424 0.089519

Bonferroni PVA 0.000016 0.064271 0.268557
Holm PVA 0.000016 0.042847 0.089519

Hochberg PVA 0.000016 0.042847 0.089519
Li PVA 0.000006 0.022989 0.089519

Friedman Alineado
p no ajustado 0.000461 0.022818 0.233318

Bonferroni PVA 0.001383 0.068454 0.699953
Holm PVA 0.001383 0.045636 0.233318

Hochberg PVA 0.001383 0.045636 0.233318
Li PVA 0.000601 0.028902 0.233318

Quade
p no ajustado 0.002025 0.033683 0.135671

Bonferroni PVA 0.006076 0.101048 0.407012
Holm PVA 0.006076 0.067366 0.135671

Hochberg PVA 0.006076 0.067366 0.135671
Li PVA 0.002338 0.037508 0.135671

Los 4 procedimientos pueden describirse según su
modo de calcular los PVAs como sigue:

Bonferroni PVAi: mı́n{v; 1} donde v = (k−1) ·pi.
Holm PVAi: mı́n{v; 1} donde v = máx{(k−j)·pj :

1 ≤ j ≤ i}.
Hochberg PVAi: máx{(k−j)·pj : (k−1) ≥ j ≥ i}.
Li PVAi: pi/(pi + 1− pk−1).

La Tabla IV muestra los PVAs para el marco ex-
perimental considerado en este trabajo. Como pue-
de verse, este ejemplo es válido para observar ligeras
diferencias de potencia entre los procedimientos es-
tudiados. Si comparamos los PVAs obtenidos con el
nivel de significancia que se establece a priori en todo
estudio estad́ıstico, podremos contabilizar el número
de rechazos (si VAPi ≤ α) y retenciones de hipótesis
que se obtienen.

V. Otros tests para comparaciones

multiples

Además de los tests de Friedman, Friedman Ali-
neado y Quade, existen otros procedimientos capa-
ces de evaluar el rendimiento de varios algoritmos de
forma simultánea, aportando información de interés
sobre la comparación. En esta sección se revisarán
dos de estos métodos: El Test de Signos Múltiple y
la Estimación de Contraste.

A. Test de Signos Múltiple

El Test de Signos Múltiple [15] es un sencillo pro-
cedimiento para realizar comparaciones 1xN . Aun-
que es menos potente que los tests anteriores, puede
ser útil en casos en los que se desee realizar un primer
estudio preliminar de los resultados.
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Este test es una extensión del Test de Signos con-
vencional, capaz de comparar simultáneamente k

métodos contra un método de control. Consiste en
los siguientes pasos:
1. Representar con xi1 los valores de rendimiento del
método control en el conjunto i-ésimo. Representar
con xij los valores de rendimiento del resto de méto-
dos (j-ésimo método en el conjunto i-ésimo).
2. Calcular los signos de las diferencias dij = xi1 −

xij , asignando (+) en el caso de que el método de
control ofrezca un peor rendimiento, o (-) en caso
contrario. Las diferencias a 0 (empates, (=)) se des-
cartan.
3. Calcular rj como el número de diferencias dij con
el signo menos frecuente, (+) ó (-), dentro de un
emparejamiento del algoritmo j con el control.
4. Sea M1 la respuesta mediana de una muestra de
resultados del algoritmo de control y Mj la respues-
tas mediana de una muestra de resultados del algo-
ritmo j-ésimo. El test de signos permite aplicar una
de las dos reglas de decisión siguientes:

Para comprobar H0 : Mj ≥ M1 contra H0 :
Mj < M1, se rechaza H0 si el número de signos
(+) es igual o inferior que el valor cŕıtico de Rj que
aparece en la Tabla A.1 de [10] para k − 1 (número
de algoritmos excluyendo el control), n (número de
problemas) y el nivel de significancia escogido.

Para comprobar H0 : Mj ≤ M1 contra H0 :
Mj > M1, se rechaza H0 si el número de signos (-
) es igual o inferior que el valor cŕıtico de Rj que
aparece en la Tabla A.1 de [10] para k − 1 (número
de algoritmos excluyendo el control), n (número de
problemas) y el nivel de significancia escogido.

La Tabla V muestra las cálculos realizados por este
procedimiento. Usaremos dos niveles de significancia
α = 0,1 y α = 0,05. Las hipótesis sonH0 : Mj ≥M1
contra H0 : Mj < M1; esto es, el algoritmo de con-
trol DE-EXP es mejor que el resto de algoritmos.
Tenemos que k−1 = 3, n = 23 en el caso del algorit-
mo SSGA (existen 2 empates (=) que se descartan)
y n = 24 en el resto de casos (se descarta 1 empate
(=) en cada uno). La Tabla A.1 de [10] indica que
con α = 0,1 los valores cŕıticos Rj son 7 y 6 para
n = 24 y n = 23, respectivamente. Con α = 0,1, el
valor cŕıtico es 6 en todos los casos.

Puesto que el número de (+) de PSO y SSGA es
igual o inferior a ambos valores cŕıticos, puede esta-
blecerse queDE-EXP presenta un mejor rendimien-
to que ellos (con α = 0,05). Sin embargo, no puede
decirse lo mismo de la comparación con SS-BLX,
por lo que se concluye que muestran un rendimiento
equivalente.

B. Estimación de Contraste

Utilizando los datos resultantes de la ejecución de
varios algoritmos sobre múltiples problemas, un in-
vestigador podŕıa estar interesado en la estimación
de las diferencias entre el rendimiento de dos de ellos.
Un procedimiento que busca este propósito es la Es-
timación de Contraste [6], la cual supone que las di-

TABLA V

Test de Signos Múltiple usando DE-EXP como

método de control.

Algoritmo DE-EXP PSO SSGA SS-BLX

Orden 1 (control) 2 3 4
F1 8,26E-06 1,23E-01 (-) 8,42E-06 (-) 3,40E+02 (-)
F2 8,18E-06 2,60E+01 (-) 8,72E-02 (-) 1,73E+03 (-)
F3 9,94E+04 5,17E+07 (-) 7,95E+07 (-) 1,84E+08 (-)
F4 8,35E-06 2,49E+03 (-) 2,59E+00 (-) 6,23E+03 (-)
F5 8,51E-06 4,10E+05 (-) 1,34E+05 (-) 2,19E+03 (-)
F6 8,39E-06 7,31E+05 (-) 6,17E+03 (-) 1,15E+05 (-)
F7 1,27E+06 2,68E+02 (+) 1,27E+06 (=) 1,97E+06 (-)
F8 2,04E+04 2,04E+04 (=) 2,04E+04 (=) 2,04E+04 (=)
F9 8,15E-06 1,44E+04 (-) 7,29E-06 (+) 4,20E+03 (-)
F10 1,12E+04 1,40E+04 (-) 1,71E+04 (-) 1,24E+04 (-)
F11 2,07E+03 5,59E+03 (-) 3,26E+03 (-) 2,93E+03 (-)
F12 6,31E+04 6,36E+05 (-) 2,79E+05 (-) 1,51E+05 (-)
F13 6,40E+02 1,50E+03 (-) 6,71E+02 (-) 3,25E+02 (+)
F14 3,16E+03 3,30E+03 (-) 2,26E+03 (+) 2,80E+03 (+)
F15 2,94E+05 3,40E+05 (-) 2,92E+05 (+) 1,14E+05 (+)
F16 1,13E+05 1,33E+05 (-) 1,05E+05 (+) 1,04E+05 (+)
F17 1,31E+05 1,50E+05 (-) 1,19E+05 (+) 1,18E+05 (+)
F18 4,48E+05 8,51E+05 (-) 8,06E+05 (-) 7,67E+05 (-)
F19 4,34E+05 8,50E+05 (-) 8,90E+05 (-) 7,56E+05 (-)
F20 4,19E+05 8,51E+05 (-) 8,89E+05 (-) 7,46E+05 (-)
F21 5,42E+05 9,14E+05 (-) 8,52E+05 (-) 4,85E+05 (+)
F22 7,72E+05 8,07E+05 (-) 7,52E+05 (+) 6,83E+05 (+)
F23 5,82E+05 1,03E+06 (-) 1,00E+06 (-) 5,74E+05 (+)
F24 2,02E+05 4,12E+05 (-) 2,36E+05 (-) 2,51E+05 (-)
F25 1,74E+06 5,10E+05 (+) 1,75E+06 (-) 1,79E+06 (-)
# (+) - 2 6 8
# (-) - 22 17 16
Rjα = 0,1 - 7 6 7
Rjα = 0,05 - 6 6 6

ferencias esperadas entre rendimientos de algoritmos
son las mismas entre problemas. Asumimos que cada
medición de rendimiento se refleja como diferencias
entre rendimientos de los algoritmos. Es decir, esta-
mos interesados en estimar el contraste entre media-
nas de muestras de resultados considerando todas las
comparaciones por pares. Para ello, la Estimación de
Contraste obtiene una diferencia cuantitativa calcu-
lada mediante medianas entre dos algoritmos.

Se procede de la siguiente manera:

1. Para cada pareja de k algoritmos en el expe-
rimento, calculamos la diferencia entre los rendi-
mientos de ambos en cada uno de los n problemas,
Di(uv) = xiu − xiv donde i = 1 . . . n, u = 1 . . . k y
v = 1 . . . k. Se consideran solo aquellas diferencias
donde u < v.
2. Buscamos la mediana de cada conjunto de di-
ferencias, Zuv. Zuv es el estimador no ajustado de
la diferencia entre medianas de u y v. Nótese que
Zuu = 0.
3. Calculamos la media de cada conjunto de media-
nas no ajustadas que tienen el mismo prefijo u , mu:

mu =

∑k

j=1
Zuv

k
, u = 1, . . . , k (14)

4. El estimador de la diferencia entre medianas de u
y v es mu −mv, donde u y v son un par cualquiera
de los algoritmos a comparar.

Este procedimiento se ilustra considerando el mis-
mo marco experimental que en los estudios previos.
La Tabla VI muestra los cálculos realizados.
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TABLA VI

Diferencias entre pares de rendimientos en cada

problema para cada par de algoritmos.

Dif. Di(12) Di(13) Di(14) Di(23) Di(24) Di(34)

F1 1,23E-01 -3,40E+02 1,23E-01 -3,40E+02 1,60E-07 3,40E+02
F2 2,59E+01 -1,70E+03 2,59E+01 -1,73E+03 8,72E-02 1,73E+03
F3 -2,77E+07 -1,33E+08 5,16E+07 -1,05E+08 7,94E+07 1,84E+08
F4 2,49E+03 -3,74E+03 2,49E+03 -6,23E+03 2,58E+00 6,23E+03
F5 2,75E+05 4,07E+05 4,09E+05 1,32E+05 1,34E+05 2,18E+03
F6 7,25E+05 6,17E+05 7,31E+05 -1,08E+05 6,17E+03 1,14E+05
F7 -1,27E+06 -1,97E+06 -1,26E+06 -6,95E+05 6,00E+03 7,01E+05
F8 6,00E+01 8,00E+01 5,00E+01 2,00E+01 -1,00E+01 -3,00E+01
F9 1,44E+04 1,02E+04 1,44E+04 -4,19E+03 -8,65E-07 4,19E+03
F10 -3,08E+03 1,65E+03 2,86E+03 4,73E+03 5,94E+03 1,21E+03
F11 2,34E+03 2,66E+03 3,52E+03 3,26E+02 1,19E+03 8,62E+02
F12 3,57E+05 4,86E+05 5,73E+05 1,29E+05 2,16E+05 8,75E+04
F13 8,32E+02 1,18E+03 8,63E+02 3,47E+02 3,10E+01 -3,16E+02
F14 1,04E+03 5,08E+02 1,46E+02 -5,32E+02 -8,94E+02 -3,62E+02
F15 4,78E+04 2,26E+05 4,58E+04 1,78E+05 -2,00E+03 -1,80E+05
F16 2,80E+04 2,92E+04 2,08E+04 1,20E+03 -7,20E+03 -8,40E+03
F17 3,12E+04 3,14E+04 1,85E+04 2,00E+02 -1,27E+04 -1,29E+04
F18 4,49E+04 8,44E+04 4,03E+05 3,95E+04 3,58E+05 3,19E+05
F19 -4,02E+04 9,42E+04 4,16E+05 1,34E+05 4,56E+05 3,21E+05
F20 -3,84E+04 1,05E+05 4,32E+05 1,43E+05 4,71E+05 3,28E+05
F21 6,16E+04 4,29E+05 3,72E+05 3,67E+05 3,10E+05 -5,69E+04
F22 5,52E+04 1,24E+05 3,51E+04 6,91E+04 -2,01E+04 -8,92E+04
F23 2,40E+04 4,54E+05 4,46E+05 4,30E+05 4,22E+05 -8,40E+03
F24 1,76E+05 1,61E+05 2,10E+05 -1,53E+04 3,40E+04 4,93E+04
F25 -1,24E+06 -1,28E+06 -1,23E+06 -4,70E+04 5,00E+03 5,20E+04
Med. 2,49E+03 2,92E+04 2,08E+04 3,47E+02 1,19E+03 1,73E+03

TABLA VII

Estimación de contraste basada en medianas entre

todos los algoritmos del estudio experimental.

PSO SSGA SS BLX DE-EXP
PSO 0 1,31E+04 1,98E+04 1,86E+04

SSGA -1,31E+04 0 6,67E+03 5,49E+03
SS BLX -1,98E+04 -6,67E+03 0 -1,17E+03
DE-EXP -1,86E+04 -5,49E+03 1,17E+03 0

Una vez obtenidas las medianas Zuv con la Tabla
VI calculamos las medias para m1 y m2:

m1 =
2, 49E + 03 + 2, 92E + 04 + 2, 08E + 04

4
= 1, 31E + 04

m2 =
−2, 49E + 03 + 3, 47E + 02 + 1, 19E + 03

4
= −9,53E + 02

Nuestro estimador de la diferencia entre medianas
m1−m2 es 1, 31E+04−(−9,53E+02) = 1, 41E+04.
Es decir, la diferencia en error entre PSO y SS-
GA estimada sobre multiples problemas es igual a
1, 41E + 04 (el resultado correcto vaŕıa ligeramente
debido al error cometido en la Tabla VI al tomar
solo 3 d́ıgitos significativos. El valor exacto de esta
estimación es de 1, 31E + 04).

La Tabla VII muestra los estimadores obtenidos
entre todos los pares de algoritmos.

VI. Preguntas frecuentes

En esta sección se recogen y responden una serie
de preguntas frecuentes acerca del uso de tests no
paramétricos.

¿Podemos analizar cualquier medida de

rendimiento? Con estad́ıstica no paramétrica se
puede analizar cualquier medida unaria (asociadas
a un solo algoritmo) que tenga un rango de salida
definido. Este rango no tiene por qué estar limita-
do, por lo que es factible analizar tiempos o incluso
requisitos de memoria.

¿Podemos comparar algoritmos deter-

mińısticos con estocásticos? Los tests no pa-
ramétricos pueden comparar ambos tipos de algorit-
mos simultáneamente porque pueden ser aplicados
en comparaciones multi-dominio, donde la muestra
de resultados la componen un resultado de rendi-
miento por algoritmo y dominio.

¿Cómo se han de obtener los resultados

de cada algoritmo? Esta cuestión no concierne al
uso de estad́ıstica no paramétrica, puesto que estos
tests estad́ısticos necesitan un resultado por pareja
algoritmo-dominio. La obtención de dicho resultado
debe seguir un procedimiento conocido y estanda-
rizado por todos los algoritmos, como puede ser el
empleo de técnicas de validación y utilizar resulta-
dos medios o medianos provenientes de un número
suficientemente elevado de ejecuciones en algoritmos
probabiĺısticos.

¿Qué relación debe haber entre el número

de algoritmos y el número de conjuntos de da-

tos para hacer un análisis estad́ıstico adecua-

do? En la comparación de nuevas propuestas con
varios algoritmos, el número de problemas (domi-
nios) debe ser superior al doble de algoritmos como
mı́nimo. Con menos problemas, es altamente proba-
ble que no se pueda rechazar ninguna hipótesis.

¿Existe un tope de conjuntos de datos que

podamos utilizar? No existe un tope teórico, aun-
que si el número de problemas es muy grande en re-
lación al de algoritmos, los resultados tienden a ser
ineficaces según el teorema central de ĺımite [14]. Pa-
ra comparaciones múltiples con un método control,
dependerá del número de algoritmos que se compa-
ren, aunque podŕıamos indicar que utilizar más de
n > 8 · k conjuntos de datos podŕıa ser excesivo y
resultar en comparaciones no significativas.

El Test de Wilcoxon aplicado varias veces

funciona mejor que un test de múltiples com-

paraciones ¿Es válido en estos casos? El Test
de Wilcoxon se puede utilizar siguiendo un enfoque
de múltiples comparaciones pero los resultados obte-
nidos no se pueden considerar en familia. En el mo-
mento en que se hace más de una comparación con
el Test de Wilcoxon, el nivel de significancia estable-
cido a priori puede superarse porque no se controla
el error producido en una familia. Es precisamente
en este aspecto donde cobran especial relevancia los
tests de comparaciones múltiples.

¿Podemos usar solo los valores de rankings

obtenidos para justificar los resultados? Con
los valores de rankings obtenidos con el Test de
Friedman y derivados podemos establecer una orde-
nación clara entre algoritmos e incluso medir las dife-
rencias entre ellos, pero no se puede concluir que una
propuesta es mejor que otra a no ser que la hipótesis
de comparación quede rechazada.

¿Es necesario comprobar que la hipótesis

nula es rechazada por el Test de Friedman

y derivados antes de proceder al análisis de
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comparaciones posterior? Es conveniente, aun-
que por definición, se pueden calcular de forma in-
dependiente.

¿Cuando es recomendable usar el Test de

Friedman Alineado o el Test de Quade en vez

del clásico Test de Friedman? Las diferencias
entre los tres métodos son pequeñas y muy depen-
dientes de los resultados a analizar. Ciertos estudios
teóricos demuestran que tanto el Test de Friedman
Alineado como el Test de Quade tienen mejor ren-
dimiento cuando comparamos pocos algoritmos (no
más de 4). El Test de Quade también supone un
cierto riesgo porque asume que los problemas más
relevantes son aquellos que presentan mayores dife-
rencias entre los métodos, y esto no tiene por qué ser
aśı siempre.

¿Qué procedimientos post-hoc debeŕıan

usarse? Consideramos que el Test de Holm debe
aparecer siempre en toda comparación, mientras que
el Test de Bonferroni nunca por su conservatividad.
El Test de Hochberg y el Test de Li pueden servir de
complemento cuando su uso permita rechazar más
hipótesis de las que rechaza el Test de Holm. To-
da hipótesis rechazada por cualquier procedimiento
está correctamente rechazada, puesto que todos los
tests a posteriori ofrecen un control fuerte de la tasa
de error en familia. Sin embargo hay tests, como el
de Li, que están influenciados por los p-valores no
ajustados obtenidos en las hipótesis iniciales, y sólo
cuando son menores que 0,5 el test obtiene su mejor
rendimiento.

¿Qué utilidad tiene el Test de Signos Multi-

ple? El Test de Signos Multiple puede considerarse
como una alternativa simple a la hora de realizar un
test de comparaciones múltiples con un algoritmo
de control. Tal y como hemos mostrado, se trata de
un procedimiento rápido y sencillo de aplicar, pero
con una capacidad de rechazo inferior a la del Test
de Friedman. Generalmente, se recomienda su uso
cuando las diferencias encontradas entre el método
de control y el resto de algoritmos con respecto a
alguna medida de rendimiento sean muy claras [10].

¿En qué casos puede ser interesante em-

plear la Estimación de Contraste? La Estima-
ción de Contraste basada en medianas proporciona
una forma de calcular las diferencias de rendimien-
to entre dos algoritmos, dando especial importancia
a la mediana de sus resultados. Dado la dificultad
de empleo de los Test Paramétricos para contrastar
experimentos [9], la Estimación de Contraste apare-
ce como un métrica eficaz y fiable para evaluar las
diferencias entre varios algoritmos en entornos mul-
tiproblema.

VII. Conclusiones

En este trabajo hemos presentado una familia de
tests no paramétricos para comparar nuevas algorit-
mos, incluyendo ejemplos y recomendaciones sobre
su uso. En el sitio web temático de SCI2S sobre Infe-
rencia Estad́ıstica en Inteligencia Computacional y

Mineŕıa de Datos (http://sci2s.ugr.es/sicidm)
se proporciona información más avanzada sobre el
tema y varios paquetes de software para realizar los
análisis estad́ısticos descritos en este trabajo. Asi-
mismo, el proyecto KEEL (http://www.keel.es)
[1], [2] ofrece una completa herramienta de análisis
estad́ıstico no paramétrico, capaz de realizar todos
los análisis destacados en este trabajo.
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