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Resumen

En este trabajo introducimos una nueva de-
finición de varianza de una variable aleatoria
borrosa en el contexto de la teoŕıa de probabi-
lidades imprecisas y la comparamos con otras
definiciones de la literatura. Nuestro objetivo
principal es mostrar la utilidad de cada una
de ellas en cada situación particular.1

Palabras Clave: Variable aleatoria difusa,
varianza, probabilidades imprecisas.

1. INTRODUCCIÓN

El concepto de variable aleatoria borrosa, que genera-
liza la definición clásica de variable aleatoria, fue in-
troducido por Féron [6] en 1976 y modificado poste-
riormente por otros autores.

En este contexto, las generalizaciones de las definicio-
nes de los parámetros asociados a una distribución de
probabilidad pueden dividirse en dos grandes grupos:
por una parte, se han definido algunos parámetros co-
mo la esperanza [14], la función de distribución en un
punto [2, 10], la varianza [9] y la covarianza [12] de
una variable aleatoria borrosa como valores difusos.
Por otra parte, se ha definido, entre otros, la varianza
[8, 11] como valor numérico (ńıtido). La introducción
de estas últimas definiciones está motivada principal-
mente por el interés por parte de los autores en faci-
litar la toma de decisiones a partir de parámetros con
valores numéricos y no borrosos.

En este trabajo observaremos que el concepto de va-
rianza se puede generalizar al caso de variables alea-
torias difusas de diferentes maneras. Consideraremos
distintas definiciones de este concepto existentes en

1Este trabajo ha sido financiado por los proyectos
BFM2001-3515 y TIC2002-04036-C05-05, parcialmente fi-
nanciados con fondos FEDER.

la literatura y propondremos una definición adicional,
que se podrá enmarcar en un modelo de probabilidades
imprecisas. Apoyándonos en ejemplos sencillos, obser-
varemos las ventajas y limitaciones de cada definición
en los diferentes contextos.

2. VARIABLES ALEATORIAS
DIFUSAS

Dado que los conjuntos borrosos se han interpretado en
la literatura de múltiples maneras, una variable alea-
toria borrosa admite tantos otros significados. A con-
tinuación, vamos a revisar brevemente dos interpreta-
ciones de las variables aleatorias borrosas ya existentes
en la literatura, y vamos a introducir una nueva. De
acuerdo con cada una de ellas, se resumirá la informa-
ción proporcionada por la variable aleatoria borrosa
mediante un modelo diferente.

En [14], Puri y Ralescu consideran que las observacio-
nes de algunos experimentos aleatorios no dan lugar a
salidas numéricas, sino que vienen representados por
términos lingǘısticos imprecisos. De acuerdo con esta
idea, algunos autores consideran la variable aleatoria
borrosa como una función medible, en el sentido clási-
co, entre cierta σ-álgebra de sucesos del espacio origi-
nal y una σ-álgebra definida sobre una clase de sub-
conjuntos borrosos de IR. En este contexto, se puede
utilizar la distribución de probabilidad inducida por
la variable aleatoria difusa para resumir la informa-
ción probabiĺıstica que ésta proporciona (por ejemplo,
podŕıa generarse un modelo del tipo siguiente: la pro-
babilidad de que el resultado sea “alto” es 0.5, la de
que sea “mediano” es 0.25 y la de que sea “bajo” es
0.25).

Kruse y Meyer, por su parte, consideran en [10] una
interpretación “posibiĺıstica” de los conjuntos borro-
sos. Según los autores, la variable aleatoria borrosa
representa el conocimiento (vago, impreciso) existente
acerca de una variable aleatoria (clásica), X0 : Ω → IR,
a la que denominan “variable aleatoria original”. Aśı,
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el grado de pertenencia de un punto x al conjunto bo-
rroso X̃(ω) representará el grado de posibilidad de que
el verdadero valor X0(ω) coincida con x. Los autores
disponen, aśı, de los elementos necesarios para defi-
nir una medida de posibilidad sobre el conjunto de
todas las variables aleatorias. Para cada variable alea-
toria, X : Ω → IR, definen su “grado de aceptabilidad”
como el valor: acc (X) = inf

ω∈Ω
X̃(ω)(X(ω)). La función

“acc” toma valores en el intervalo unidad. Por tanto,
puede considerarse como la distribución de posibilidad
asociada a una medida de posibilidad, ΠX̃ , definida so-
bre el conjunto de todas las variables aleatorias. Aśı,
acc(X) representa el grado de posibilidad de que X
sea la verdadera variable aleatoria que modela el ex-
perimento estudiado. En el caso particular de que la
variable aleatoria borrosa sea un conjunto aleatorio (es
decir, sus imágenes sean subconjuntos ńıtidos de IR),
la función de aceptabilidad asigna el valor 1 a cierto
conjunto de variables aleatorias y el valor 0 a todas las
demás. En el caso aún más particular de que la varia-
ble aleatoria difusa coincida con una variable aleatoria
clásica (cada imagen sea conjunto con un solo elemen-
to) la función de aceptabilidad asignará el valor 1 a
una sola variable aleatoria, que es la verdadera varia-
ble aleatoria que modela el experimento. En ese caso su
observación es totalmente precisa. En este marco he-
mos construido (véase [3]) una medida de posibilidad
sobre el conjunto de todas las distribuciones de proba-
bilidad en IR. La distribución de posibilidad, πPX̃

, que
caracteriza dicha medida de posibilidad se define de la
forma:

πPX̃
(Q) = sup{acc(X) | PX = Q} =

ΠX̃({X : Ω → IR medible | PX = Q}).

(πPX̃
(Q) representa el grado de posibilidad de que la

variable aleatoria original sea una de aquéllas que in-
ducen la distribución de probabilidad Q en IR). La
medida de posibilidad ΠPX̃

es una “posibilidad de se-
gundo orden” formalmente equivalente a las conside-
radas en [5]. Se llama aśı, porque es una distribución
de posibilidad definida sobre un conjunto de medidas
de probabilidad. Una medida de posibilidad represen-
ta la misma información que un conjunto de medidas
de probabilidad (el conjunto de medidas de probabili-
dad que están por debajo de ella y por encima de la
medida de necesidad dual). Por tanto, una medida de
posibilidad de segundo orden está asociada a un con-
junto de medidas de probabilidad, cada una de ellas
definida, a su vez, sobre un conjunto de medidas de
probabilidad. Aśı, una posibilidad de segundo orden
nos permitirá establecer afirmaciones como la siguien-
te: “la probabilidad de que la verdadera probabilidad
del valor 7 sea 0.5 está comprendida entre 0.4 y 0.7”.

También de acuerdo con la interpretación posibiĺıstica

de los conjuntos borrosos, se puede proceder de forma
algo diferente para describir la información proporcio-
nada por X̃, siguiendo la ĺınea iniciada en [13] para el
caso particular de los conjuntos aleatorios. Suponga-
mos que tenemos información parcial acerca de la dis-
tribución de probabilidad que modela un experimento
compuesto por dos sub-experimentos cuyos espacios
muestrales son Ω y IR, respectivamente. Supongamos,
por una parte que la distribución de probabilidad que
modela el primero de ambos, P : A → [0, 1] está total-
mente determinada2. Por otra parte, consideraremos
una familia de medidas de posibilidad condicionadas
{Π(· | ω)}ω∈Ω, cada una de ellas determinada por cada
conjunto borroso X̃(ω). Esta familia de medidas de po-
sibilidad refleja nuestro conocimiento acerca de la rela-
ción entre cada resultado del primer sub-experimento
y los posibles resultados del segundo. (Si el resulta-
do del primer experimento es ω, entonces el grado de
posibilidad de que en el segundo experimento ocurra
x es X̃(ω)(x). La combinación, mediante técnicas de
extensión natural ([15]), de ambas fuentes de informa-
ción, nos permitiŕıa describir la información disponi-
ble acerca de la distribución de probabilidad existente
en βIR (la distribución de probabilidad que modela el
segundo sub-experimento) mediante una probabilidad
superior (un modelo de probabilidades imprecisas de
orden 1, y no un modelo de orden 2 como el descrito
anteriormente). Aśı, se podrán establecer afirmacio-
nes como la siguiente: “la probabilidad del resultado 7
está comprendida entre 0.3 y 0.6”.

3. DEFINICIÓN DE VARIANZA

Cada uno de los tres modelos descritos en la sección
anterior puede dar lugar a un tipo diferente de defini-
ción de varianza, como se verá a continuación.

3.1. Modelo clásico

Consideremos un espacio de probabilidad, (Ω,A, P ), y
una métrica, d, definida sobre la clase de los subcon-
juntos borrosos de IR (o sobre una subclase) y supon-
gamos que X̃ : Ω → P̃(IR) es una función A − β(d)
medible3.

Definición 3.1 Llamaremos varianza clásica de X̃ a
la cantidad

VarCl(X̃) =
∫

Ω

d(X, E(X̃))2 dP.

Las distintas definiciones de varianza de la literatura
que se ajustan a esta formulación se diferencian entre

2A denota una σ-álgebra de sucesos sobre Ω.
3β(d) representa la σ-álgebra de Borel inducida por d.

268 XII CONGRESO ESPAÑOL SOBRE TECNOLOGÍAS Y LÓGICA FUZZY



śı en la métrica elegida y en la definición de esperanza
de variables aleatorias borrosas considerada. En este
aspecto, vamos a comentar brevemente algunos deta-
lles de las definiciones de Körner ([8]) y de Lubiano
et al. ([11]). Por una parte, en cuanto al concepto de
esperanza, Körner considera la definición de Fréchet
([7]) para funciones medibles con valores en un espa-
cio métrico4. El autor comprueba que la esperanza de
Puri y Ralescu ([14]) es la única esperanza Fréchet pa-
ra cierta familia de métricas definidas sobre la clase
de conjuntos difusos compactos y normales de IR a las
que denota genéricamente ρ2. De acuerdo con lo an-
terior, dada una distancia ρ2, define la varianza de la
v.a.d. X̃ como la cantidad:

Varρ2(X̃) =
∫

Ω

ρ2(X̃, EPR(X̃))2 dP.

En cuanto a la familia de varianzas definidas por Lu-
biano et al. en [11], la esperanza considerada es tam-
bién la de Puri-Ralescu y la clase de distancias es la de-
finida por Bertoluzza et al. en [1] que, a su vez, es una
subclase de la familia considerada por Körner. En [8] y
[11], se pueden consultar propiedades muy interesantes
de las familias de varianzas alĺı definidas. En este tra-
bajo sólo comentaremos algunos aspectos particulares
de las mismas, y para ello nos resultará suficiente mos-
trar su formulación para el caso particular en que X̃
se reduzca a una aplicación multivaluada (una función
cuyas imágenes son subconjuntos “ńıtidos” del espacio
final). En ese caso, se puede comprobar fácilmente que
las definiciones de Körner y Lubiano et al. se pueden
expresar de la siguiente manera:

Var(X̃) = π1Var(X1) + π2Cov(X1, X2) + π3Var(X2),

donde πi ≥ 0, i = 1, 2, 3, π1 + π2 + π3 = 1 y
X1, X2 son las variables aleatorias5 definidas en Ω co-
mo X1(ω) = inf X̃(ω) y X2(ω) = sup X̃(ω), ∀ω ∈ Ω,
respectivamente. Aśı, en el caso particular de que π2

sea nulo (y, por tanto, π3 = 1 − π1), la varianza del
conjunto aleatorio resultará ser una combinación lineal
convexa de las varianzas de sus extremos. Por otra par-
te, si π3 = (1 −√

π1)2, la varianza de X̃ coincide con
la varianza de la combinación lineal convexa de X1

y X2 dada por la expresión
√

π1X1 + (1 − √
π1)X2.

Es decir, en este caso, para cada elemento del espacio
muestral, ω, se puede elegir un punto representativo,
αX1(ω) + (1− α)X2(ω) (con α ∈ [0, 1]), de la imagen
de la v.a.d. y, a continuación, calcular la varianza de

4Fréchet define la esperanza de una función medible,
Z, con valores en un espacio métrico (M, d) como una so-

lución, E(d)(Z), (no necesariamente única) del problema:

E[d(Z, E(d)(Z))2] = mı́na∈M E[d(Z, a))2].
5Bajo las condiciones de medibilidad exigidas a X̃ por

los autores, las funciones X1 y X2 son A− βIR medibles.

la v.a. (clásica) resultante. Con estos ejemplos, obser-
vamos que las familias de varianzas aśı definidas per-
miten cuantificar la dispersión de los “valores” de X̃
si ésta es considerada como una función medible desde
un punto de vista clásico, lo cual puede ser útil cuando
las imágenes de X̃ son etiquetas lingǘısticas.

Ahora bien, si consideramos la variable aleatoria bo-
rrosa como la observación imprecisa de una variable
aleatoria, tal como sugieren Kruse y Meyer, esta defi-
nición “clásica” de varianza no es, quizás, la más ade-
cuada. Observemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.1 Consideremos, por una parte, un espa-
cio muestral unitario (que modelará un experimento
determinista), Ω1 = {ω1}, dotado de estructura de es-
pacio probabiĺıstico con la única σ-álgebra que se pue-
de definir sobre él, A1 = P(Ω1) y la única medida de
probabilidad posible, P1. Definamos un conjunto alea-
torio, Γ1 : Ω1 → P(IR), de la forma Γ1(ω1) = [−K, K]
Consideremos, por otra parte, el espacio probabiĺıstico
correspondiente al lanzamiento de una moneda equili-
brada, (Ω2,A2, P2), y el conjunto aleatorio Γ2 : Ω2 →
P(IR) definido de la forma Γ2(c) = Γ2(+) = [−K, K]).
En este ejemplo, Γ1 sirve para representar la salida
(conocida de forma imprecisa) de un experimento de-
terminista. Por ejemplo, permite representar la canti-
dad de dinero que, con total seguridad, vamos a reci-
bir, si únicamente sabemos que está comprendida en-
tre −K y K. Por su parte, Γ2 puede utilizarse para
representar la ganancia que obtendremos tras lanzar
una moneda equilibrada: la cantidad que vamos a re-
cibir depende del resultado de la moneda y está fijada
antes de realizar el experimento, pero nosotros sólo la
conocemos de forma imprecisa. Ambos conjuntos alea-
torios, considerados como funciones medibles clásicas,
inducen la misma distribución de probabilidad (dege-
nerada en el “punto” [-K,K]). De esta forma, ambos
tienen la misma esperanza de Aumann (que coincide
con su única imagen) y tienen varianza “clásica” nula,
ya que ambos son funciones constantes. Sin embargo,
si, de acuerdo con la interpretación de Kruse y Meyer,
suponemos que cada uno de ellos representa la obser-
vación imprecisa de una v.a. clásica, en el primer caso
sabemos con seguridad que la varianza de la v.a. ori-
ginal es 0. En el segundo caso sólo sabemos que es un
valor comprendido entre 0 y K2.

Éste es sólo un ejemplo sencillo que sirve para ilustrar
las limitaciones de la varianza “clásica” en la cuantifi-
cación de la información disponible acerca de la varian-
za de la v.a. original, cuando se utiliza una interpreta-
ción “posibiĺıstica” de las v.a. difusas. En la práctica,
una v.a.d. puede utilizarse para representar la observa-
ción imprecisa de cierta caracteŕıstica de los elementos
de una población Ω. Para representar la información
que ésta proporciona acerca de la varianza de la v.a.
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(clásica) que modela dicha caracteŕıstica debemos re-
currir a la varianza definida por Kruse y Meyer.

3.2. Modelo impreciso de 2o orden

En [9], Kruse define la varianza de una variable alea-
toria borrosa, X̃ : Ω → P̃(IR), como el único conjunto
borroso cuyos α-cortes vienen dados de la forma:

[VarKr(X̃)]α := {Var(X) | X ∈ S(X̃α)},

donde S(X̃α) representa el conjunto de todas las selec-
ciones medibles de la aplicación multivaluada α-corte
de X̃.

Se puede comprobar fácilmente que la función de per-
tenencia de este conjunto borroso viene dada por la
expresión:

VarKr(X̃)(x) = sup{acc(X) | Var(X) = x}, ∀x ∈ IR.

Observamos que esta definición concuerda con el mo-
delo de posibilidad de orden 2 mostrado en la sección
2. Aśı, el grado de pertenencia de un valor x al con-
junto borroso VarKr(X̃) representa el grado de posi-
bilidad de que la variable aleatoria original sea una
de aquéllas cuya varianza coincide con x. En el caso
particular de que X̃ sea una aplicación multivaluada,
VarKr(X̃) será el conjunto clásico formado por las va-
rianzas de todas sus selecciones medibles. En otras pa-
labras, el conjunto de posibles valores de la varianza de
la v.a. original. Aśı, en el ejemplo 3.1, las respectivas
varianzas son, según esta definición, VarKr(Γ1) = {0}
y VarKr(Γ2) = [0,K2]. Observamos aśı que la varianza
de Kruse permite distinguir entre dos variables aleato-
rias difusas con la misma distribución de probabilidad
“clásica” cuando se utilizan en este contexto. Sin em-
bargo, no siempre asocia distintos valores a dos v.a.d.
con distinta varianza “clásica”, como veremos en el
ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.2 Consideremos el espacio de probabili-
dad (Ω2,A2, P2) del ejemplo 3.1 y el conjunto aleatorio
constante Γ2 definido alĺı. Definamos, por otra parte,
el conjunto aleatorio Γ3 : Ω2 → P(IR) de la forma si-
guiente: Γ3(c) = [−K, 0] y Γ3(+) = [0,K]. En ambos
casos, la varianza de Kruse da como resultado el inter-
valo [0,K2]. Sin embargo, la varianza clásica asignaŕıa
el valor 0 a Γ2 y un valor estrictamente positivo a Γ3.
Este ejemplo nos permite observar que la varianza de
Kruse no sirve, en general, para cuantificar la disper-
sión de las imágenes de una v.a. difusa, cuando ésta
se considera como una función medible clásica.

La varianza de Kruse refleja la imprecisión inherente
(en el caso de que ésta exista) en las observaciones de
la salida de un experimento aleatorio. Por tanto, da
como resultado un conjunto (ńıtido o difuso) y no un

valor real, como la varianza “clásica”. En la sección
siguiente propondremos un modelo en el que también
refleja la imprecisión, pero de manera algo diferente.
Se trata de un modelo de probabilidades imprecisas de
orden 1 y no de orden 2, de manera que asignará a
cualquier v.a.d. un conjunto clásico. Con la ayuda de
ejemplos sencillos, trataremos de mostrar las similitu-
des y diferencias con el modelo presente.

3.3. Modelo impreciso de 1er orden

En esta sección introduciremos una nueva definición
de varianza. Para ello, debemos considerar el mode-
lo de probabilidades imprecisas de orden 1 mostrado
al final de la sección 2. Tal como señalábamos alĺı,
vamos a considerar, por una parte, la medida de pro-
babilidad, P (definida sobre A), que modela el primer
sub-experimento y, por otra, una familia de medidas
de posibilidad condicionadas, {Π(· | ω)}ω∈Ω, definidas
de la forma siguiente:

Π(A | ω) = ΠX̃(ω)(A) = sup
x∈A

X̃(ω)(x), ∀A ∈ βIR, ∀ω.

En la fórmula anterior, ΠX̃(ω) representa la medida de
posibilidad determinada por la distribución de posibi-
lidad X̃(ω) : IR → [0, 1]. Aśı, el valor Π(A|ω) establece
una cota superior para la probabilidad de que el re-
sultado final pertenezca a A, bajo la hipótesis de que
el resultado del experimento inicial es ω. Esta familia
de medidas de posibilidad representa el conocimiento
(impreciso) recogido por X̃ acerca de la relación exis-
tente entre el resultado del primer sub-experimento y
el conjunto de posibles resultados en el segundo. En
este contexto, todo lo que conocemos acerca de la dis-
tribución de probabilidad que modela el segundo ex-
perimento es que pertenece al conjunto:

{Q2 | Q2 marginal de P y Q(·|·), Q(·|·) ∈ C},

donde C = {Q(·|·) probabilidad de transición |

Q(A|ω) ≤ Π(A|ω) ∀A ∈ βIR, ω ∈ Ω}.

Puede observarse fácilmente que aśı se generaliza el
concepto de probabilidad inducida por una variable
aleatoria clásica: si Π(·|ω) es, en particular, la medida
de probabilidad degenerada en un punto X(ω), enton-
ces el conjunto anterior se reduce al conjunto unipun-
tual {PX}. (En este caso, la probabilidad inducida por
X : Ω → IR en βIR es la única medida de probabilidad
compatible con P y Π(·|·)). Por otra parte, la varianza
de una v.a. clásica, Var(X) =

∫
Ω
[X − E(X)]2dP, se

puede expresar de forma alternativa como la siguiente
integral de Lebesgue con respecto a PX :

Var(PX) =
∫

IR

(
id−

∫
IR

id dPX

)2

dPX ,
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donde id:IR → IR es la función identidad6. Aśı, en el
modelo de probabilidades imprecisas propuesto, todo
lo que conocemos acerca de la varianza de las salidas
del segundo sub-experimento es que pertenece al con-
junto:

VarIm 1(X̃) = {Var(Q2) | Q2 marginal de P y Q(·|·),

Q(·|·) ∈ C}.

Se puede comprobar el siguiente resultado acerca del
conjunto VarIm 1(X̃), que nos permitirá facilitar los
cálculos (omitiremos la demostración por falta de es-
pacio):

Teorema 3.1 VarIm 1(X̃) = {Var(Q) | Q(A) ≤
P X̃(A), ∀A ∈ βIR} donde P X̃ es la función de con-
juntos subaditiva dada por

P X̃(A) =
∫ 1

0

P ∗
X̃α

(A) dα,∀A ∈ βIR

y, para cada α ∈ (0, 1], P ∗
X̃α

es la probabilidad superior

de Demspter del conjunto aleatorio X̃α.

VarIm 1(X̃) es el conjunto de posibles valores de la va-
rianza del segundo sub-experimento de acuerdo con la
información disponible. Vamos a comparar en un ejem-
plo la información proporcionada por VarIm 1 y VarKr

acerca de la varianza de la distribución de probabilidad
“original”.

Ejemplo 3.3 Consideremos el intervalo unidad, Ω =
[0, 1], dotado de estructura de espacio probabiĺıstico
mediante la medida de Lebesgue. Consideremos la va-
riable aleatoria borrosa X̃ : Ω → P̃(IR) constante
en el conjunto difuso Ã determinado por los α-cortes
Ãα = [−(1− α), 1− α]. Se puede comprobar fácilmen-
te que [VarKr(X̃)]α = [0, (1 − α)2], ∀α > 0. Por otra
parte, si nos apoyamos en el resultado del teorema 3.1,
observamos que VarIm 1(X̃) es el intervalo [0,1/3]. Ob-
servamos claramente que este intervalo está estricta-
mente contenido en el soporte de VarKr(X̃). Aśı, bajo
el modelo de primer orden aqúı descrito, la varianza
de los resultados del experimento es, con seguridad, in-
ferior o igual a 1/3, mientras que, según el modelo de
segundo orden, se asigna un grado de posibilidad es-
trictamente positivo a los valores comprendidos entre
1/3 y 1.

Pasemos ahora a examinar la relación entre ambos mo-
delos en el caso particular de que X̃ sea un conjunto

6Dado que la varianza de una v.a. clásica es función
de su distribución de probabilidad inducida, a partir de
ahora, cometeremos un pequeño abuso del lenguaje y la
expresaremos como la varianza de dicha distribución de
probabilidad.

aleatorio. En ese caso, de acuerdo con el teorema 3.1,
se observa la igualdad

VarIm 1(X̃) = {Var(Q) | Q(A) ≤ P ∗(A), ∀A ∈ βIR},

donde P ∗ es la probabilidad superior del conjunto alea-
torio. Por otra parte, se satisface claramente la igual-
dad

VarKr(X̃) = {Var(Q) | Q = PX , con X ∈ S(Γ)}.

Dado que el conjunto de medidas de probabilidad
P (Γ) = {PX | X ∈ S(Γ)} está contenido en M(P ∗) =
{Q | Q(A) ≤ P ∗(A), A ∈ βIR}, la varianza de Kruse
es, en este caso, un conjunto contenido en la varianza
del modelo de primer orden aqúı descrito. En el caso
de que P (Γ) esté estrictamente contenido en M(P ∗)
existirá la posibilidad de que VarKr(X̃) esté también
estrictamente contenida en VarIm 1(X̃). Las relaciones
existentes entre P (Γ) y M(P ∗) han sido estudiadas
con detalle en [3] y [4], entre otros. A continuación
mostramos un ejemplo en el que ambos conjuntos son
distintos y esta diferencia se refleja en el cálculo de la
varianza.

Ejemplo 3.4 Volvamos a considerar los conjuntos
aleatorios considerados en el ejemplo 3.1. Según el
modelo descrito en esta sección, en el primer caso,
el primer sub-experimento es determinista y la re-
lación entre los dos sub-experimentos viene determi-
nada por Γ1. Este conjunto aleatorio representa una
distribución de posibilidad condicionada “vaćıa” sobre
[−K, K]. Aśı que el conjunto de medidas de probabili-
dad condicionadas, Q(·|ω1), compatibles con ella es el
conjunto de todas las medidas que asignan probabili-
dad 1 al conjunto [−K, K]. Aśı, se refleja la siguiente
información: una vez realizado el primer experimen-
to, se elige un número al azar entre −K y K, no fi-
jado de antemano. En el caso de Γ2, el primer sub-
experimento consiste en el lanzamiento de una mo-
neda. Una vez observado el resultado, se elige, cual-
quiera que sea éste (cara o cruz), un número al azar
entre −K y K. Aśı, en este ejemplo se ve intuitiva-
mente que, en lo que concierne a la salida del segun-
do sub-experimento, se podŕıa obviar el lanzamiento
de la moneda (no como en el caso del modelo de or-
den 2) y, por tanto, Γ1 y Γ2 reflejan, desde este punto
de vista, la misma información. Aśı, observamos que
VarIm 1(Γ1) = VarIm 1(Γ2) = [0,K2].

Pasemos ahora a comentar algunas relaciones existen-
tes entre la varianza correspondiente a este modelo
impreciso de orden 1 y la varianza clásica de la sec-
ción 3.1. Se puede comprobar que las probabilidades
superiores P ∗

X̃α
, α ∈ (0, 1] se pueden expresar como

funciones de la medida de probabilidad inducida por
X̃, PX̃ . Aśı, de acuerdo con el resultado mostrado en
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el teorema 3.1, se observa que la varianza del modelo
de probabilidades imprecisas considerado en esta sec-
ción es función de la medida de probabilidad inducida
por X̃. Ahora bien, no es función, en general, de la
varianza clásica, tal como mostraremos en el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 3.5 Consideremos, por una parte, el con-
junto aleatorio Γ1 definido en el ejemplo 3.1 y, por
otra, el conjunto aleatorio, Γ5, definido sobre el mis-
mo espacio, de la forma Γ5(ω1) = {0}. La varianza
“clásica” asigna el valor 0 a ambos conjuntos alea-
torios, mientras que la varianza imprecisa asigna, al
primero el conjunto de valores [0,K2] y, al segundo, el
conjunto unipuntual {0}.

Igualmente, se puede comprobar que la varianza clási-
ca tampoco se puede expresar como función de la va-
rianza considerada en esta sección. Para ello basta ob-
servar los conjuntos aleatorios del ejemplo 3.2.

4. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos estudiado distintas formas de
generalizar el concepto de varianza de una variable
aleatoria real al caso de variables aleatorias borrosas.
En el trabajo de Körner ([8]) se establece una defini-
ción más general para el caso en que el espacio final es
IRn, con n ∈ IN arbitrario. En aquel trabajo se define
la varianza de X̃ como la esperanza del cuadrado de
la distancia de sus imágenes a su esperanza Fréchet.
En el caso particular de que X̃ sea un vector aleatorio
clásico y la distancia elegida sea la eucĺıdea, el resul-
tado de ese cálculo es un momento de inercia. De esta
manera, en el caso n-dimensional se generaliza, me-
diante el procedimiento de Körner, un concepto que
puede tener utilidad en la medición de la dispersión de
las imágenes de la variable aleatoria difusa, pero no el
concepto de matriz de varianzas-covarianzas. Si, por el
contrario, lo que se pretende es generalizar este último,
quizás se puede utilizar el procedimiento sugerido por
Kruse sin demasiadas modificaciones. Mediante razo-
namientos similares a los del autor, se puede obtener
como resultado un conjunto borroso sobre una la clase
de matrices cuadradas que asocie, a cada matriz par-
ticular, un grado de posibilidad. Se indicará, con este
conjunto difuso, el conocimiento impreciso disponible
acerca de la matriz de varianzas-covarianzas del vec-
tor aleatorio “original”. En [12], Meyer propone una
definición de covarianza siguiendo razonamientos si-
milares a los de Kruse. Nuestra intuición nos dice que,
probablemente, la combinación de las informaciones
proporcionadas por separado acerca de la varianza de
cada componente del vector y de la covarianza entre
ellas será más imprecisa que la información proporcio-
nada directamente acerca de la matriz de varianzas-

covarianzas.
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Acad. Sci. Paris Ser. A 282 903-906.
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