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Universidad de Oviedo

Gijón Asturias

Luciano Sánchez

luciano@uniovi.es
Dpto. de Informática
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Resumen

Para proceder a la verificación de un
tax́ımetro es necesario simular el recorrido de
un trayecto. Los recientes avances en ayudas
a la conducción como ABS, ESP, TCS, etc.
dificultan el proceso de verificación, cuando
se utiliza una bancada estática en la que las
ruedas tractoras giran mientras que las del
otro eje no. Adicionalmente, la medida es
afectada por la presión de inflado de las rue-
das. Todo ello conlleva sustituir el mencio-
nado dispositivo por otro que utilice la tecno-
loǵıa GPS. Debido a la naturaleza imprecisa
de la tecnoloǵıa GPS, ha sido necesario un
preproceso de los datos con el fin de evitar po-
sibles impugnaciones de la verificación. Mos-
traremos como, usando un algoritmo genético
y técnicas fuzzy proporcionamos una cota del
error cometido por el tax́ımetro que permite
rechazar de forma incontestable un tax́ımetro
cuando la medición que proporciona es incor-
recta.
Palabras Clave: GPS, metroloǵıa, ITV,
taxi, algoritmo genético, fuzzy.

1 INTRODUCCIÓN

El servicio proporcionado por los Taxis tiene carácter
concesional, con tarifas reguladas por algún organismo
oficial. Anualmente las tarifas se actualizan, impli-
cando ajustes en los tax́ımetros y la consiguiente ve-
rificación de los mismos en una ITV. La tarificación
depende de la longitud del trayecto y de la veloci-
dad con que se recorra. Si se desea simular el recor-
rido en un trayecto calibrado, un técnico de la ITV
tendŕıa que verificar constantemente la velocidad del
veh́ıculo para utilizar en cada momento la tarifa corres-

pondiente. Esto no es adecuado, requiriéndose algún
dispositivo que permita medir la velocidad y la distan-
cia simultáneamente. El grupo de Metroloǵıa y Mo-
delos de la Universidad de Oviedo viene encargándose
desde 1990 del diseño de los dispositivos que realizan
esta tarea en Asturias. Actualmente, en la verificación
de los tax́ımetros se utiliza una bancada estática que
dispone de unos rodillos sobre los que se sitúan las rue-
das tractoras, con los que se mide satisfactoriamente
la velocidad y la distancia. Sin embargo, la sucesiva
incorporación a los turismos de diversas ayudas a la
conducción dificultan el proceso de verificación, pu-
diendo llegar a averiar el veh́ıculo debido a la diferencia
de velocidad entre las ruedas tractoras y las del otro
eje. Es por ello que se ha diseñado un dispositivo de ve-
rificación portátil, autónomo -sin necesidad de agente
de ITV- y que no genere aveŕıas. Se le ha dotado de
GPS y antena, aśı como de software adecuado. Con él,
se ha conseguido registrar la posición del veh́ıculo y su
velocidad simultáneamente, consiguiendo aśı abaratar
tanto el coste del equipo como el de la mano de obra.

Existe un claro inconveniente relacionado con la im-
precisión intŕınseca de los datos obtenidos mediante
GPS. El grado de ésta no es constante, variando en
cada medida, por lo que es necesario proporcionar una
cota superior del error cometido en la medida de la dis-
tancia en caso de que la verificación resulte negativa.
En la figura 1 se ilustra esta situacion. El margen le-
gal del error en distancia en España es del 10%: si un
taxi presenta un error del 7% sólo se puede rechazar
con seguridad si el proceso de verificación se produce
con una precisión en la medida de la distancia, como
mucho, del 3%. Dado que la distribución real del er-
ror cometido por los tax́ımetros no está libre de sesgo
(gausiana que aparece a la derecha, desplazada hacia
el ĺımite legal), pequeños cambios en la tolerancia pro-
ducen un gran aumento de la tasa de rechazo. Por lo
tanto es fundamental calcular la mencionada cota de
la forma más precisa posible y además de modo que
se beneficie al propietario del taxi. Por este motivo
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Figura 1: Distribución del error de los tax́ımetros: a
la izquierda la esperada -libre de sesgo-, desplazada
hacia la tolerancia máxima la real.

proponemos calcular la Menor Cota Superior (MCS)
de todas las trayectorias compatibles con las medidas
proporcionadas por el GPS.

En este art́ıculo se presenta una nueva forma de calcu-
lar la MCS de una trayectoria a partir de datos impre-
cisos. Mediante un algoritmo genético multi objetivo
se filtran los datos de entrada de modo que se obtenga
el subconjunto de los mismos más pequeño que defina
una multi poligonal que cubra los datos de entrada.
La MCS se calcula a partir de esa multi poligonal me-
diante un heuŕıstico determinista.

La estructura del trabajo es como sigue, en primer
lugar se explica en la sección 2 como se obtienen las
medidas GPS y la interpretación borrosa de las mis-
mas. En la sección 3 se detalla el filtrado de los datos
y el algoritmo determinista para el cálculo de la MCS.
Posteriormente, en la sección 4 se muestran los expe-
rimentos realizados y los resultados obtenidos.

2 MEDIDAS GPS COMO DATOS

FUZZY

El término Global Positioning System (GPS) se refiere
a un sistema formado por un conjunto de dispositivos
(satélites y receptor) cuya misión es determinar la po-
sición del receptor. El receptor recibe de los satélites
ciertas señales que le permiten calcular su longitud, la-
titud, altitud, número de satélites usados en la medida,
fecha, etc. Cada señal que llega al receptor contiene
información acerca del momento en el que partió del
satélite el receptor.

Dado que se producen perturbaciones debidas a la
atmósfera, desviaciones de los satélites, errores en el
reloj de los satélites, errores del receptor y rebotes, es
necesario disponer de un mayor número de satélites
que los cuatro con los que en teoŕıa bastaŕıan para
obtener un medida correcta.

Cuanto mayor sea el número de satélites, mejor será
la precisión. Sin embargo, aún con un gran número
de satélites disponibles, la configuración de la conste-
lación de satélites es relevante a la hora de estimar
la precisión de la medida. La influencia de este fac-

tor se mide con la magnitud denominada Dilution of
Precision (DOP).

Los GPS comerciales proporcionan una indicación de
su precisión utilizando una magnitud denominada Cir-
cular Error Probable (CEP), que informa de la proba-
bilidad de que el receptor se encuentre en un entorno
de cierto radio alrededor de la medida con determi-
nada probabilidad. Aśı son comunes valores de CEP
de 3 metros con un 50% de probabilidad o de 7 metros
con un 90% de probabilidad.

2.1 HDOP Y PRECISIÓN DE MEDIDAS

HORIZONTALES

Tal y como hemos dicho, en la precisión de las medi-
das realizadas con un GPS no sólo influye el número de
satelites disponible sino que la geometŕıa de la conste-
lación de satélites también tiene impacto en dicha pre-
cisión. En el contexto de este art́ıculo, la componente
horizontal (HDOP) del DOP es la más importante,
ya que está estrechamente relacionada con el CEP. A
continuación se detalla como se relacionan estas ma-
gnitudes.

El RMS del error cometido en una serie de medidas
GPS bajo un HDOP común se puede aproximar me-
diante la ecuación 1, donde A y B se pueden obtener de
forma emṕırica para un receptor y antena espećıficos
[17].

RMS Error(HDOP ) =
√

(A · HDOP )2 + B2 (1)

La componente HDOP se relaciona con el número de
satélites disponible mediante la ecuación 2, donde C,
D son espećıficas de nuevo.

RMS HDOP =
C

(number of satellites)2
+ D (2)

La probabilidad de que el error cometido en una me-
dida sea menor que un CEP dado, condicionada a estar
adquirida bajo un HDOP determinado sigue la dis-
tribución de Rayleigh, tal y como se muestra en la
ecuación 3.

P (Err ≤ CEP |HDOP ) = 1 − e

(

CEP

RMS Error(HDOP )

)2

(3)
De las ecuaciones 1 y 3 y depejando CEP, se puede
obtener este en función de HDOP y la probabilidad
deseada. De forma análoga se puede obtener el CEP en
función del número de satélites, tal y como se observa
en la ecuación 4.

CEP =
(

−((A · HDOP )2 + B2)·

ln(1 − P (Err ≤ CEP |HDOP )))0.5 (4)



2.2 INTERPRETACIÓN BORROSA DE

DATOS GPS

En el contexto de las probabilidades imprecisas,
tiene sentido entender un conjunto borroso como un
conjunto de tolerancias, asignado a cada una de el-
las un grado de confianza, de modo que la de me-
nor confianza sea la mas pequeña [10]. En concreto,
se dice que dado un conjunto incompleto de inter-
valos de confianza para una variable aleatoria, po-
demos construir una variable aleatoria borrosa cuyos
α−cortes son intervalos de confianza de grado 1 − α

[5], que contienen toda la información que conocemos
sobre la variable aleatoria desconocida. En nuestro
caso, el GPS proporciona dos intervalos de confianza,
al 50% y al 90% (el mencionado CEP) y por lo tanto
la representación borrosa de las coordenadas GPS es
inmediata.

3 DETERMINACIÓN DE LA

LONGITUD DE LAS

TRAYECTORIAS USANDO

DATOS BORROSOS

Los datos GPS se toman a intervalos regulares. Cada
muestra es un conjunto borroso, como se ha mencio-
nado, cuyos α−cortes son ćırculos. Por lo tanto cada
ćırculo es un intervalo de confianza para las coordena-
das del taxi en ese momento. Tomar los centros de esos
ćırculos como coordenadas del taxi no es válido. Nece-
sitamos calcular la MCS cuyos extremos están conteni-
dos en los ćırculos y esta longitud será siempre mayor
que el valor obtenido uniendo los centros. Este cálculo
no es fácil, sin embargo. Si intentamos calcular la lon-
gitud máxima de todos los trayectos lineales a trozos
cuyos extremos están en los ćırculos, es obvio que a
menor tiempo de muestreo, más grande será la esti-
mación de la MCS. Esto es inadecuado, la estimación
debeŕıa de ser independiente del peŕıodo de muestreo
[14]. Hemos decido preprocesar los datos borrosos y
eliminar toda la información redundante utilizando un
algoritmo genético, como se mostrará en la siguiente
sección.

Si se usan datos ńıtidos, la simplificación de una mul-
tipoligonal se ha estudiado en [8, 12]. La alternativa
más parecida a la que se presenta, a la vista de la bi-
bliograf́ıa consultada, usa datos borrosos de una base
de datos geograficos [1] para reconstruir imágenes tri-
dimensionals mediante B-splines borrosas [3].

3.1 FILTRADO DE LOS DATOS DE

ENTRADA MEDIANTE UN

ALGORITMO GENETICO

MULTIOBJETIVO

Los datos de entrada al algoritmo genético es un
vector de puntos borrosos. La salida es el subcon-
junto de tamaño mı́nimo que define una trayectoria
borrosa conteniendo el mayor número de puntos po-
sible. Usando ese subconjunto de puntos y para cada
α−corte, se calcula la MCS usando el heuŕıstico que
explicaremos más adelante.

Cada candidato a solución se evalúa de la forma si-
guiente: en primer lugar se construye la cadena de
poligonales para cada α−corte de los datos seleccio-
nados, usando las superficies tangentes a los puntos
borrosos seleccionados 1. El objetivo es que la cadena
contenga el máximo número de puntos y que ocupe
el menor área posible. Ambos objetivos son números
borrosos y definen un problema multicriterio [4] que
resolveremos mediante el algoritmo NSGA-II [6, 7].

3.1.1 Codificación de cada individuo:

La codificación utiliza un vector de booleanos indi-
cando si un punto está incluido en o ha sido eliminado
de la trayectoria, de longitud arbitraria. Para generar
un individuo, cada punto no extremo se incluye en el
vector con probabilidad p. Los puntos extremos del
camino nunca serán eliminados.

3.1.2 Operadores Genéticos:

Las definiciones de las operaciones de cruce y mutación
deben reducir el número de vértices y por lo tanto
no poseen sesgo. Dados dos progenitores A y B, los
descendientes son dos cadenas C y D tales que A ∩
B ⊆ C y A ∩ B ⊂ D; un vértice v ∈ A − B tiene
una probabilidad p+ de estar en C, un vértice v ∈
B−A tiene una probabilidad p− de estar en C, donde
p− es mucho más pequeña que p+. El conjunto D se
construye de la misma forma. La mutación se define
como la eliminación aleatoria de un punto no extremo
de la cadena.

3.1.3 Fitness borroso multiobjetivo:

Los objetivos utilizados en esta propuesta son el
número de puntos borrosos sin cubrir y el área total
de la cadena poligonal, ambos números borrosos. Es
por ello que la dominancia de Pareto debe ser exten-
dida para valores borrosos. Una manera de realizar
la extensión es la α−dominancia descrita en [18]. En

1Esta cadena puede contener algunos puntos adicionales
no cubiertos por los datos de entrada, pero esto beneficiaŕıa
al usuario del servicio y por lo tanto es legal



[13] se propone obtener un rango de dominancia a par-
tir de agregar las reglas borrosas para determinar el
grado de dominancia de x sobre y y el grado en que x

es dominado por y. En [11] se define la comparación
entre números borrosos, de modo que la dominancia de
Pareto puede usarse tal cual. En [9] se propone una
generalización del concepto de dominancia de Pareto.
En este trabajo se propone el uso de la α−dominancia,
minimizando ambos criterios.

3.2 CALCULO DETERMINISTA DE LA

LONGITUD DE LA TRAYECTORIA

MAS LARGA

Una vez que los datos se preprocesan mediante el
algoritmo genético, obteniendo el subconjunto más
pequeño de vértices que contiene el recorrido real, ne-
cesitamos calcular su MCS.

Para cada α−corte de la B−spline borrosa que
contiene la trayectoria del taxi, tenemos una cadena
poligonal construida a base de trapezoides, como se
ve en la figura 2. El sentido de la marcha se indica
mediante una flecha. Cada vértice de un trapezoide
se identifica mediante una pareja de enteros. Los que
están a la izquierda de la flecha, según el sentido de la
misma, tienen un cero como primer valor de ese par,
los que están a la derecha un uno. El otro número es
el ı́ndice del tramo. En cada tramo, la MCS pasa por
(0, i) o por (1, i). El conjunto de vértices que forman
parte de la MCS puede ser determinado por explo-
ración exhaustiva, pero este cálculo es muy costoso e
impracticable para cualquier trayectoria real del orden
de 500 puntos. Este problema ha sido estudiado pre-
viamente, relacionado con el conocido como “Longest
Path With Forbidden Pairs” [2] el cual es NPO-PB
completo.

Debido a estas cuestiones y a que, en la práctica, los
cambios en dirección y en velocidad (que implica una
cierta distancia entre vértices) están limitados por la
dinámica del taxi, la geometŕıa del recorrido y el com-
portamiento del GPS, usamos un heuŕıstico que es li-
neal con el número de vértices. El heuŕıstico se basa
en la selección de los vértices convexos: cuando un
veh́ıculo gira, el trayecto más largo que puede recorrer
pasa por el exterior de las curvas que tome.

El heuŕıstico es como sigue: el primer segmento de la
MCS une los vértices (x, 0) e (y, 1) siendo x e y los va-
lores escogidos de entre 1, 0 que maximizan la distancia
entre esos vértices. Desde el vértice del paso 1 hasta al
penúltimo, si sólo hay un vértice convexo, la MCS pasa
por ese vértice. Si hay dos vértices convexos, la MCS
pasa por el vértice más alejado del anterior. Si no hay
vértices convexos, la MCS pasa por el vértice más ale-
jado del anterior. El último tramo de la MCS termina

(1,1)

(1,2)

(1,3)

(1,4)

(1,5)
(0,0)

(0,1)

(0,2)

(0,4)

(0,3) (0,5)

(1,0)
X

Y

Figura 2: Ejemplo del cálculo de la MCS (ĺınea gruesa
a trazos) mediante el heuŕıstico determinista.

en el vértice más alejado del vértice seleccionado en la
etapa anterior. En la figura 2 se muestra un ejemplo de
una MCS calculada mediante este heuŕıstico, indicada
por una ĺınea gruesa a trazos.

4 EXPERIMENTOS Y

RESULTADOS

En los experimentos correspondientes a este trabajo,
los parámetros del algoritmo NSGA-II son los si-
guientes: 400 generaciones, población de 100 indivi-
duos, probabilidades de mutación y cruce 0.1 y 0.7
respectivamente, p+ =0.7, p− =0.01. Cada individuo
debe cubrir un mı́nimo del 85% de los puntos para ser
incluido en el frente de Pareto.

Hemos decidido evaluar nuestro algoritmo en un re-
corrido realista que cubra las situaciones encontradas
habitualmente en la verificación de un tax́ımetro, con
varias curvas, aceleraciones y deceleraciones, cambios
en HDOP, CEP y número de satélites disponibles. Las
longitudes y latitudes obtenidas obtenidas se convirtie-
ron en un par Northing/Easting del sistema Universal
Transverse Mercator [16]. De este modo se puede uti-
lizar la norma Eucĺıdea para calcular distancias entre
mediciones, al proyectarse la superficie terrestre en
unos ejes cartesianos.

La trayectoria se ha muestreado cada segundo, la lon-
gitud total es de 21273.21 metros. En cada punto el
número de satélites disponibles es una variable alea-
toria uniforme que vaŕıa entre 4 y 9. A partir de
estos datos, construimos un conjunto de mediciones
GPS realizadas cada una en el mismo instante en el
que se ha muestreado la trayectoria. El proceso de
simulación se realiza de la siguiente forma: con una
probabilidad igual a 0.95, se selecciona un punto que
dista del correspondiente de la trayectoria menos que
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Figura 3: Parte de los datos usados en los experimen-
tos. Los ćırculos (elipses por el escalado) representan
las medidas GPS. La ĺınea continua la trayectoria real.
La mayor parte de los puntos de la trayectoria están
en el CEP al 95%.

el CEP correspondiente al número de satélites adjudi-
cado y a la mencionada probabilidad. Con probabili-
dad 0.05 el punto se toma más allá del correspondiente
CEP. Este procedimiento remeda la incertidumbre que
ocurre cuando se usa un GPS y los datos obtenidos
sirven para averiguar como de ajustadas son las MCS
obtenidas con nuestro algoritmo. En la figura 3 se
muestra parte de los datos generados. Las medidas
GPS se representan como ćırculos (elipses en realidad
debido al escalado) con radio igual al CEP al 95% y
la trayectoria original como una ĺınea continua. Como
se puede observar, la mayor parte de los ćırculos (de
hecho el 95%) cortan a la trayectoria, es decir, el punto
correspondiente de la trayectoria esta en el ćırculo de
radio CEP centrado en la medida.

Hemos realizado dos experimentos con dos subconjun-
tos de los datos generados de tamaño 120 cada uno,
que se pueden ver en la parte izquierda y derecha de
la figura 4.

La longitud real de la primera trayectoria es de
3228.574 metros. La longitud de la MCS estimada,
compatible con el 85% de los puntos es de 3418.81. Si
el tax́ımetro devuelve una longitud un 10% mayor que
esa cota superior, debe rechazarse, ya que incluso en
el peor caso el tax́ımetro está fuera de tolerancia. La
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Figura 4: Trayectorias utilizadas en los experimentos.

distancia medida a través de las mediciones GPS es de
3238.521, que está mucho más cerca de los datos reales,
pero el usuario del servicio puede aducir que la medida
es imprecisa. Si proporcionamos una cota superior de
la medida, esta argumentación no se sostiene. La lon-
gitud de la segunda trayectoria es de 2741.306 metros.
La longitud de la MCS en los mismos términos que en
el caso anterior es de 3250.78. En este caso, la cota es
menos ajustada ya que la trayectoria tiene giros más
pronunciados y por lo tanto existen MCS de mayor
longitud compatibles con ella.

5 CONCLUSIONES Y TRABAJO

FUTURO

Durante el desarrollo de este trabajo hemos visto que
existen problemas legales si usamos directamente los
datos obtenidos mediante el GPS. Los propietarios de
los taxis podŕıan impugnar fácilmente cualquier ve-
rificación que resulta negativa esgrimiendo ese argu-
mento. Sin embargo, debido a los problemas comen-
tados en la sección 1, la única alternativa factible
para verificar los tax́ımetros hoy en d́ıa es el uso de
GPS. Por ello hemos decidido modificar la forma en la
que una ITV presenta la información, dando una esti-
mación de la MCS de modo que si el tax́ımetro está un
10% por encima de ella, entonces no hay duda de que
el tax́ımetro está mal ajustado. Además esta alterna-
tiva es menos restrictiva, lo cual se ajusta mejor a la
realidad de la distribución del error cometido por los
tax́ımetros, sesgado hacia la tolerancia máxima. He-
mos constatado que nuestro algoritmo funciona mejor
cuando la trayectoria no presenta giros pronunciados,
en futuras implementaciones, haciendo hincapié en la
limitación de los cambios de dirección por cuestiones
f́ısicas, imitando el comportamiento dinámico de un
conductor real.



El trabajo futuro incluye el uso de distintos algorit-
mos evolutivos como recocido simulado con operadores
genéticos que es más rápido y produce mejores resul-
tados en problemas multiobjetivo [15]. En el mismo
sentido se deben probar distintos conceptos de domi-
nancia borrosa, con el fin de estimar de forma más
ajustada la MCS.
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