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Resumen

No son infrecuentes los articulos de aprendizaje au-
tomadtico en los que se comparan varios algoritmos.
En este tipo de trabajos no sélo deberia meditarse
con detenimiento el tipo de disefio experimental a
utilizar sino que tendria que usarse algin tipo de
test de comparaciones multiples. Existen ejemplos
de este tipo de test en la literatura del tema, pero en
general no se utilizan en los articulos de aprendizaje
automatico. En este trabajo se revisa la bibliografia
mads relevante al respecto, y se discuten las conclu-
siones preliminares obtenidas mediante un andlisis
empirico de la potencia de varios tests, usados en el
campo de los andlisis clinicos pero con aplicabili-
dad en otros dominios. El estudio experimental se
instrumenta sobre un conjunto de datos sintéticos,
con propiedades tedricas conocidas.

1. Introduccién

En una fracciéon importante de los articulos de
aprendizaje automadtico se comparan al menos dos
algoritmos o métodos, generalmente el propuesto
en el mismo trabajo con los més relevantes del esta-
do del arte. Segtn [8] existen distintos factores que
hacen necesario emplear algin tipo de test estadis-
tico en este tipo de comparaciones, como por ejem-
plo la métrica del error, la eleccion de los conjuntos
de entrenamiento y test, y la propia naturaleza del
algoritmo, cuando este no es determinista.

El estudio aqui presentado se restringe a expe-
rimentos consistentes en resolver una serie de pro-
blemas (tomados de entre los usuales en la literatura
del tema [2]) usando una implementacion de un al-
goritmo, encaminados a determinar cudl es el que
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resuelve esos problemas cometiendo el menor error
posible.

Se entenderd que el disefio experimental viene
definido por el conjunto de problemas, medidas rea-
lizadas, los detalles de la implementacion y, en ge-
neral, el contexto que acompaiia a la realizacién de
los experimentos [4, 22]. No existe todavia un con-
senso entre los investigadores en aprendizaje de ma-
quina sobre cuales son los tests y disefios experi-
mentales a utilizar [8, 24, 20, 35] y se argumenta
que frecuentemente se vulneran una o mds de las
condiciones que han de cumplirse para la aplica-
cion de determinado test estadistico [5, 24]. Es mds,
en ocasiones se comparan incluso varios algoritmos
simultdneamente [21], lo que segtin algunos inves-
tigadores implica utilizar tests estadisticos especifi-
cos [18, 15].

Si bien, como ya se ha dicho, no estd generaliza-
do el uso de tests estadisticos en aprendizaje auto-
matico, se pueden incorporar casi de forma inme-
diata los tests utilizados en el campo de los ensayos
clinicos [6], ya que su forma es similar a la de los
experimentos que se realizan en aprendizaje de ma-
quina.

Por todas estas razones es necesario hacer un re-
paso a la literatura mas relevante sobre tests esta-
disticos y aplicar estos al campo del aprendizaje de
mdquina, del modo mds ortodoxo posible, es decir
verificando el cumplimiento de las condiciones pa-
ramétricas necesarias para la aplicacion correcta de
esos tests, tal y como se propone en [13, 24]. Al-
ternativamente se podria utilizar una técnica basa-
da en remuestreo, de modo que las distribuciones
de los estadisticos se derivarian de forma empirica
[25,33].

Una situacion que se da con frecuencia en apren-
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dizaje de maquina ocurre cuando un investigador
desea saber si alguno de los métodos (posiblemente
el suyo) es significativamente mejor que el resto de
los mds relevantes del estado del arte.

Una posible forma de plantear este tipo de com-
paraciones podria ser la siguiente:

e Si el algoritmo propuesto por el investigador
es el que posee menor error medio, entonces:

e Si las diferencias con los demds algorit-
mos son significativas, el algoritmo pro-
puesto es el mejor de los analizados.

e Si las diferencias con el mejor o mejores
algoritmos no son significativas, el algo-
ritmo propuesto es equivalente al mejor
o mejores algoritmos de los analizados.

e En caso contrario, si el algoritmo propuesto
por el investigador no es el que posee menor
error medio:

o Si las diferencias con el mejor o mejores
algoritmos no son significativas, el algo-
ritmo propuesto es equivalente al mejor
o mejores algoritmos de los analizados.

e En caso contrario, no puede afirmarse
que el algoritmo propuesto por el inves-
tigador esté entre los mejores.

Esta secuencia de pasos implica una afirmacion
compuesta de afirmaciones individuales sobre el re-
sultado de comparar simultdneamente un algoritmo
con cada uno de los restantes. Parece evidente que,
en alglin momento, debe realizarse un test de com-
paracion de medias entre el algoritmo propuesto por
el investigador y el resto. En la literatura del tema
se conoce a este tipo de test como “test de compa-
raciones multiple” [18, 15].

En este trabajo se comentan los tests estadisti-
cos de mayor aplicabilidad en los experimentos de
aprendizaje de méquina, organizandose la exposi-
cién en tres partes. En la primera, se realiza una
taxonomia de los tests de comparaciones multiples
mas relevantes. En la segunda se explica cmo apli-
car estos tests a las experimentaciones comunes en
aprendizaje automatico. Finalmente, se realizard un
estudio empirico de una seleccion de estos tests es-
tadisticos utilizando un disefio experimental del tipo
multifold cross validation [29] sobre un problema

sintético, de solucidn conocida, y se extraerdn con-
clusiones sobre la potencia y error de tipo I de estos
tests.

2. Test de comparaciones miiltiples, estu-
dio bibliografico.

Existen textos recientes dedicados enteramente a
este tema [18, 15] incluso en combinacién con re-
muestreo [33] o en el marco de determinado soft-
ware [34] en los cuales se pueden encontrar recopi-
lados la mayor parte de los métodos que se citan
en este articulo. También se pueden consultar al-
gunos articulos de “review” sobre este tema como
[26, 23, 7, 32]. En el contexto del aprendizaje de
maquina se puede consultar [19] y fuera de este (se
enmarca en el campo de los andlisis clinicos) pero
con cierta aplicabilidad se tiene [6]. El investigador
que desee confrontar su método con los mds repre-
sentativos del estado del arte, puede plantear varios
test de hipdtesis simultdneos. Por ejemplo, para el
caso de n algoritmos, de la forma:

07 + 1 = Mg
i F
€2

en donde el algoritmo con el indice 1 se compa-
ra con el resto de los n-1 algoritmos. Es importante
destacar que, lo que finalmente pretende al investi-
gador, es poder realizar una afirmacién compuesta
por los resultados de todos los tests (con una deter-
minada seguridad) como la siguiente: “el algoritmo
1 posee distinto error que 2, igual que el 3....etc”.

Sin embargo, cuando se realiza un test miltiple,
se pone de relieve el efecto multiplicativo del error
de tipo I: si en cada test la probabilidad de cometer
un error de tipo I (rechazar la hipétesis nula cuan-
do es cierta, en nuestro caso encontrar diferencias
cuando no existen) es «, la probabilidad de no co-
meter ninguno en  tests es (1 — «)”, luego la pro-
babilidad de cometer al menos un error de tipo I en

el conjunto de tests es ay = 1 — (1 — «)™. Siel
nimero de experimentos que se comparan es , en
total se tienen = *( — 1) 2 tests individuales.

En general, este efecto, que es bien conocido en
estadistica [18, 15], suele ignorarse en aprendizaje
de maquina [24].
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Figura 1: Esquema de los test necesarios para escoger
el test F adecuado a las condiciones paramétricas de las
muestras.

(Bartlett)

Existen dos alternativas cldsicas, propuestas por
Fisher [11] a la hora de abordar este problema, los
métodos de dos pasos y los métodos de un paso jun-
to con una tercera clase de métodos, mds reciente,
denominados multipaso por algunos autores [15] o
secuenciales por otros [32].

2.1. Métodos de dos pasos.

Los métodos de dos pasos protegen el test de
comparaciones multiples frente al error de tipo
I mediante un test F previo (ANOVA, anilisis
de la varianza, o alguna de sus contrapartidas
paramétricas), en el cual se contrasta si existe
alguna diferencia entre dos de los algoritmos al
menos. Para  experimentos las hipétesis nula y
alternativa de este test F previo serian:

0: M1 = 2 = = [r

1 i # ’ el

Es necesario verificar cuales son las condiciones
paramétricas que cumplen las muestras, para deter-
minar cual es la secuencia de test que se deben apli-
car, como se puede observar en la figura 1. En este
trabajo se supone que se cumple la condicién de in-
dependencia de las muestras.

Una vez realizado alguno de los test anteriores,
si se rechaza la hipdtesis nula (existen diferencias
significativas), se realizan los test de comparacio-
nes multiples escogiendo el mismo nivel de signi-
ficacién que para el test F. A este tipo de plantea-
miento corresponde el tests LSD de Fisher [5]. Es

importante resaltar que la proteccién frente a erro-
res de tipo I se produce sélo bajo la hipétesis nula,
es decir, frente al hecho de encontrar diferencias en-
tre algiin resultado, cuando realmente no existen, en
el test F que se aplica en primer lugar. Sin embargo
esto no ocurre en el caso de los tests individuales
[15, 18], una vez rechazada la hipétesis nula, el test
de comparaciones multiples no esta protegido frente
al error de tipo I al mismo nivel que el test F, es de-
cir la probabilidad de encontrar diferencias que no
existen entre dos algoritmos es mayor que el nivel
escogido para la afirmacién compuesta. Por lo tanto
si la hipdtesis nula no es cierta, no se podra decir
de la afirmacién a que se hacia mencién mds arri-
ba en el texto que se realiza con una determinada
confianza.

2.2. Métodos de un paso.

Los métodos denominados de un paso tienen en
cuenta el efecto multiplicativo del error de tipo I'y
ajustan los niveles de significacién (o los p-valores)
de cada test individual con el fin de asegurar que en
el test multiple no se excede determinada probabili-
dad de ese error. De este modo, si se fija una proba-
bilidad de error de tipo I para el test global de a4, se
tiene para cada test individual o = 1 — (1 — az)*/"
(siendo el nimero de comparaciones), lo cual se
conoce como el ajuste de Dunn-Sidék [27]. Si se
aproxima (1 — )" por 1 — « se tiene v =

lo que se conoce como el ajuste de Bonferroni [3].

2.3. Métodos secuenciales.

Lamentablemente la potencia de un test (1-
probabilidad de error de tipo II, aceptar la hipéte-
sis nula cuando es falsa) decrece junto con a, lo
cual hace que los mencionados ajustes sean conser-
vadores, es decir, tienden a no rechazar la hipdtesis
nula [32]. Por este motivo se ha desarrollado el ter-
cer tipo de métodos mencionado al principio de esta
seccidn (métodos secuenciales) que permiten incre-
mentar la potencia de los tests miltiples. Entre estos
ajustes se encuentran el de Holm [16], el de Simes-
Hochberg [28, 14] o el de Hommel [17]. En esencia
se trata de ordenar los p-valores obtenidos en los
tests individuales y comenzando por un extremo de
la ordenacion, aplicar el ajuste de Bonferroni o el
de Dunn-Sidak al test actual, rechazando o aceptan-
do la hipétesis correspondiente. A continuacion, se
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elimina esa hipétesis del test miltiple, actualizan-
do por lo tanto el nimero de tests (que determina
el nivel de significancia de los tests individuales) y
se procede con el test miiltiple resultante del mismo
modo.

Finalmente, en una experimentacién de aprendi-
zaje de méquina, no sélo es importante limitar la
probabilidad de que se rechace incorrectamente al
menos una hipétesis nula cierta, sino que ademds
es importante controlar su nimero. En este sentido,
en [1], se propone una técnica para controlar esta
magnitud, que los autores denominan “False Disco-
very Rate” o FDR por sus siglas. Recientemente en
[30] y [10] han aparecido sucesivas modificaciones
de esta técnica.

3. Aplicacion de los tests de comparacio-
nes multiples en Aprendizaje Automa-
tico

Dado el ambito de este articulo, es necesario deta-
llar como se aplican los tests comentados cuando se
trata de contestar a las preguntas que se formulaban
en la seccion 1. La necesidad de disponer de una
muestra del error medio cometido por cada algorit-
mo, junto con el pequefio tamafio de los ficheros de
datos con los problemas tipicos [2], implica la utili-
zacién de la validacién cruzada como disefio expe-
rimental. De esta forma se obtiene para cada algo-
ritmo una muestra del error medio evaluado sobre
cada particién de test.

La primera decisién que deberd tomar el investi-
gador es como proteger el test muiltiple frente a hi-
pétesis nulas rechazadas erréneamente. En funcién
de esta decision se realizard un test F previo o no.

Si se opta por realizar un test F previo, es nece-
sario verificar las condiciones paramétricas de las
muestras, con el fin de elegir el mds adecuado se-
glin el esquema que se muestra en la figura 1. Si el
test F rechaza la hipétesis nula, es decir si los erro-
res medios son significativamente distintos al nivel
escogido, se continta con los test de comparacio-
nes de medias dos a dos, confrontando el algorit-
mo propuesto con cada uno de los demds, utilizan-
do el mismo nivel de significacién. Se utilizara el
esquema de la figura 2 propuesto en [13] en esta
parte del test. Para cada test de hipdtesis se toma-
ran las muestras del error medio correspondientes
a los algoritmos que se desean comparar. Como re-

(Muestras Normales?
(Shapiro Wilk)

(Medianas
iguales?
(Wilcoxon) Test F

¢ Varianzas Iguales?

(Medias
iguales?
t varianzas distintas

(Medias
iguales?
t varianzas iguales

Figura 2: Esquema de los test realizados en el diseno ex-
perimental tipo “validacién cruzada”.

sultado de este proceso, finalmente se tienen tantos
p-valores como tests se han realizado, y en funcién
del nivel de significacion elegido se aceptardn o no
las hipétesis nulas asociadas. En este momento, se
puede comenzar a responder a las preguntas formu-
ladas en la seccién 1:

e Si el algoritmo propuesto es el de menor error
muestral:

o Sise rechaza la hipdtesis nula del test F y
se rechaza la hipdtesis nula del test rea-
lizado entre el algoritmo propuesto y el
mejor, el algoritmo propuesto es el me-
jor.

e Si se rechaza la hipdtesis nula del test
F y no se rechaza la hipétesis nula del
test realizado entre el algoritmo propues-
to y el mejor, el algoritmo prsopuesto es
equivalente al mejor.

e Sino se rechaza la hipdtesis nula del test
F, todos los algoritmos son equivalentes.

e Si el algoritmo propuesto no es el de menor
error muestral:

o Sise rechaza la hipdtesis nula del test F y
se rechaza la hipétesis del test realizado
entre el algoritmo propuesto y el mejor,
el algoritmo propuesto no es el mejor.

e Si se rechaza la hipétesis nula del test F
y no se rechaza la hipdtesis del test rea-
lizado entre el algoritmo propuesto y el
mejor, el algoritmo propuesto es equiva-
lente al mejor.
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e Sino se rechaza la hipétesis nula del test
F, todos los algoritmos son equivalentes.

Si se opta por no realizar el test F previo y se pre-
fiere ajustar los p-valores de los test individuales, se
utilizard alguno de los métodos de ajuste comenta-
dos. En cualquier caso se obtendrd también una se-
rie de p-valores que, determinardn si se rechaza o no
cada hipétesis nula en funcién de su comparacién
con un determinado nivel de significacion (posible-
mente distinto para cada hipétesis). Finalmente, si
el investigador decide controlar el nimero de hipo-
tesis nulas erréneamente rechazadas debera utilizar
uno de los métodos que controlan el FDR.

En cualquiera de estos dos ultimos casos, tam-
bién se puede contestar a las preguntas que se hace
el investigador normalmente, el esquema similar es
el comentado para la prueba F, sin mds que omitir
esta.

4. Estudio empirico

En la literatura del tema que se ha revisado, no se ha
encontrado el uso sistemdtico de este tipo de tests
en el campo del aprendizaje automadtico. La refe-
rencia mds destacable en este sentido es [19], pero
no se centra en la comparacioén de algoritmos. Por
este motivo se propone en este articulo la realiza-
cién de un estudio empirico que sirva para valorar
su aplicabilidad en este campo. El objeto del estudio
empirico es obtener una estimacién de la potencia y
error de tipo I de algunos de los tests de hipétesis
multiples que se han comentado, en un problema de
aprendizaje automadtico tipico. Se pretende investi-
gar el efecto del nimero de particiones utilizado,
del nivel de significacién obtenido y si existe dife-
rencia entre las dos familias de tests mds destacadas,
la formada por los que realizan un test F previo y la
formada por los que ajustan los p-valores.

4.1. Experimentos realizados

Se han realizado dos experimentaciones, en cada
uno de ellos se han comparado cuatro algoritmos,
utilizando dos tests seleccionados de entre las dos
familias mencionadas. Cada test se ha repetido 100
veces en cada una de las condiciones en las que
se quiere probar. En cada repeticién se comprueba
si ha distinguido correctamente los algoritmos con

distinto error. La fraccion de ocasiones en que esto
es asi es la estimacion de la potencia utilizada.

El problema usado en este estudio, definido en
[12], consiste en una muestra de tamaiio 500 de una
poblacién en la que existen dos clases equiproba-
bles, con distribucién normal bidimensional, me-
dias (0 0) y (2 0), y matrices de covarianza dia-
gonales, de valores y 4 , respectivamente. El pro-
blema es cuadratico, la solucién lineal es subéptima
(con un error bayesiano en torno al 20 %), pero nu-
méricamente es muy proxima a la cuadrdtica (que
estd en torno al 18 %).

Para realizar un estudio completo de la potencia
de los tests, habria que contrastar su comportamien-
to en todas las configuraciones posibles de la verdad
[9]. En este trabajo, por cuestiones de espacio s6lo
se contrasta el comportamiento en dos configura-
ciones, en un caso el algoritmo propuesto no es sig-
nificativamente diferente (en el error medio come-
tido) de uno de los restantes, en el otro caso, el al-
goritmo no es diferente de dos de los restantes. Los
algoritmos comparados en el primer caso son los
siguientes: cuadrdtico (entrenado), cuadratico exac-
to (calculado analiticamente), lineal y k-vecinos. El
test miltiple deberfa contestar que no hay diferen-
cias entre los dos primeros y que si las hay con el
tercero y cuarto. En segundo caso, los tres clasifi-
cadores con el mismo error sencillamente contesta-
ban de forma aleatoria y equiprobable la clase a que
pertenecia cada punto. El cuarto clasificador que se
utilizé fue el k-vecinos. Para esta configuracion el
test deberfa resolver que no existen diferencias en-
tre los tres primeros pero si entre el primero con el
dltimo.

Los tests comparados son los siguientes:

e Método de Holm [16].

o Test F seguido de la bateria de tests propues-
ta en [13]. Es una modificacién del test LSD
(Least Significant Difference) original de Fis-
her, en el que se utilizaba un test t.

Cada test se prueba con los niveles 0.01, 0.05 y 0.1
y con 10, 30, 50 y 100 particiones.
4.2. Resultados

Los resultados de la primera experimentacién se
muestran en la tabla 1 en la que las entradas son
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Folds Nivel Folds Nivel

0.01 0.05 0.10 0.01 0.05 0.10
10 0.200.06 | 0.700.48 | 0.850.68 10 0.970.98 | 0.890.95 | 0.79 0.90
30 0.100.02 | 0.700.36 | 1.000.76 30 1.00 1.00 | 0.970.99 | 0.830.97
50 0.050.00 | 0.750.38 | 0.950.78 50 0.950.97 | 0.880.92 | 0.840.87
100 0.050.02 | 0.900.50 | 1.000.94 100 0.970.99 | 0.900.94 | 0.820.90

Cuadro 1: Comparacién de las potencias del test
protegido (izquierda) y del ajuste de Holm (dere-
cha), primera experimentacion.

el nimero de particiones y el nivel del test. En ca-
da casilla se muestra la potencia estimada para el
test de Holm (derecha) y el protegido por la prueba
F previa (izquierda). En dicha tabla se aprecia co-
mo la potencia aumenta conforme el nivel del test
también aumenta, lo cual se cumple en general pa-
ra cualquier tipo de test. Respecto a la otra entrada
de la tabla, el aumento del tamaifo de las muestras
afecta de forma distinta a un tipo de test y a otro. En
general el test protegido no parece ver afectada su
potencia por el tamaio de las muestras como seria
de esperar (mayor potencia a mayor tamaio), sal-
vo quizds el caso del nivel 0.05 y tamafio muestral
100. En el caso del ajuste de Holm, el efecto sélo
se manifiesta en la dltima columna de la tabla, en
donde se reflejan los resultados para el nivel 0.10.
El comportamiento observado en los experimentos
estd completamente de acuerdo con lo expuesto en
la literatura del tema [15, 18], al realizar el ajuste
de los p-valores (o de forma equivalente, del nivel
de significacién), el valor obtenido (que es el que se
utiliza en la comparacién con el nivel de significa-
cién) es mayor, de modo que es mds probable que
no se rechace la hipétesis nula, por lo que la poten-
cia baja. Las mismas fuentes rechazan el empleo de
un test F como medida de proteccién del test global
contra el error de tipo I en las situaciones en donde
la hipétesis nula global (no existen diferencias) se
rechaza.

En el experimento cuyos resultados se muestran en
la tabla 1, no se produjo ningin error de tipo I en
el tnico test en donde podria producirse, la com-
paracién del clasificador cuadrético y el cuadratico
exacto. Este tipo de error se produce con mayor fre-
cuencia cuando existe un nimero mayor de hipdte-
sis nulas verdaderas. Por este motivo se plante6 la

Cuadro 2: Comparacién de las potencias del test
protegido (izquierda) y del ajuste de Holm (dere-
cha), segunda experimentacion.

Folds Nivel

0.01 0.05 0.10
10 0.030.02 | 0.110.05 | 0.210.10
30 0.000.00 | 0.030.01 | 0.170.03
50 0.050.03 | 0.120.08 | 0.160.13
100 0.030.01 | 0.100.06 | 0.180.10

Cuadro 3: Comparacién de los errores de tipo I del
test protegido (izquierda) y del ajuste de Holm (de-
recha), segunda experimentacion.

segunda experimentacion en la que se comparaban
tres clasificadores con el mismo error con otro que
no tenfa el mismo error. Los resultados son revela-
dores: como se dijo anteriormente, la potencia varia
segtin la configuracién de las hipétesis nulas, segtin
se puede apreciar en la tabla 2 la potencia del test
de Holm se ha incrementado hasta igualar e incluso
superar al otro test. Ademads se comprueba también
que en este caso el test protegido por una prueba F
previa no controla en error de tipo I: como se pue-
de ver en la tabla 3 el error del test protegido por la
prueba F previa tiene un error de tipo I del orden del
doble de su nivel, mientras que el del test de Holm
se mantiene contenido dentro de ese limite.

5. Conclusiones y trabajo futuro

Como se ha mencionado en la introduccidn, no hay
un acuerdo undnime en lo relativo al diseflo experi-
mental que debe utilizarse en problemas de aprendi-
zaje automadtico. La opcién mds difundida consiste
en combinar la validacién cruzada con un test del
tipo t, pero el nimero de particiones que se debe
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elegir no estd bien definido. En este trabajo se ha
seguido lo expuesto en [13] en lo que se refiere a la
necesaria observacion de las condiciones paramétri-
cas de aplicabilidad de los distintos tests.

Adicionalmente, cuando se comparan varios al-
goritmos simultdneamente y se realizan afirmacio-
nes conjuntas sobre el comportamiento de un algo-
ritmo respecto a los restantes, es necesario utilizar
algin tipo de test de comparaciones multiples. La
realizacién de una prueba F previa a las compara-
ciones multiples s6lo asegura proteccién frente al
error de tipo I si no se rechaza la hipétesis nula de
esta. Por lo tanto, se desaconseja esta alternativa y
se recomienda el ajuste de p-valores (o de forma
equivalente, del nivel de significacién) en su lugar.
Si se quiere ir mas alld en el control de los errores
de tipo I individuales, se debe utilizar alguno de los
métodos que controla el FDR.

El estudio de los posibles tests estadisticos apli-
cables a la investigacién en aprendizaje de maquina
no estd completo con el breve repaso que se ha rea-
lizado en este trabajo. Existe al menos una familia
de tests estadisticos que puede contribuir al analisis
de los experimentos realizados en este dmbito, los
tests diseniados especificamente para ordenar me-
dias [31]. Por otra parte, en base a los resultados
presentados en [25] parece conveniente realizar una
experimentacion semejante a la que se ha presenta-
do aqui, incorporando los tests basados en remues-
treo. Finalmente es posible que en ciertos experi-
mentos sea deseable controlar el nimero de hipéte-
sis nulas rechazadas incorrectamente, de modo que
se deberia utilizar el método propuesto en [1].
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