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Abstract—En este trabajo proponemos una definicion de
funcién de equivalencia restringida intervalo-valorada que deter-
mina el grado de similitud de dos intervalos teniendo en cuenta
su amplitud y utilizando ordenes admisibles. Utilizamos estas
funciones para definir medidas de similitud intervalo-valoradas
y discutimos algunas posibles aplicaciones.

Index Terms—Funcion de equivalencia restringida intervalo-
valorada, Funcion de similitud intervalo-valorada, Orden admis-
ible, Medida de similitud

I. INTRODUCCION

Los conjuntos intervalo-valorados (IVFSs) son cada vez
mas utilizados debido a su excelente rendimiento en multiples
aplicaciones [1]-[3], [10]. Dado que muchas de estas aplica-
ciones, en su version difusa, hacen uso del concepto de medida
de similitud [4], [12], las medidas de similitud intervalo-
valoradas estan atrayendo también un gran interés [11].

El objetivo de este trabajo es construir medidas de similitud
intervalo-valoradas que, por una parte, utilicen 6rdenes totales
(y no solo parciales) a la hora de comparar los intervalos
involucrados y que, ademds, tengan en cuenta la amplitud
de los intervalos, interpretada como una medida del grado de
incertidumbre asociado a los datos. Para lograr este objetivo,
consideramos nuevas definiciones de funciones de agregacion
y funciones de equivalencia restringida intervalo-valoradas que
tienen en cuenta tanto 6rdenes totales como la amplitud de los
intervalos.

La estructura del trabajo es la siguiente. En la Seccién II
presentamos algunos resultados y definiciones preli-minares.
En la Seccién III presentamos la definicién de funcién de
equivalencia restringida intervalo-valorada y en la Seccién
IV, discutimos la construccién de funciones de agregacion
intervalo-valoradas que preservan la amplitud. La Seccién V se
centra en el nuevo concepto de medida de similitud intervalo-
valorada basada en la amplitud. Terminamos con algunas
conclusiones y referencias.

Este trabajo ha sido parcialmente financiado por el proyecto de investi-
gacion TIN2016-77356-P del Gobierno de Espaiia.

II. PRELIMINARES

Vamos a trabajar con subintervalos cerrados del intervalo
unidad. Por ello, definimos el siguiente conjunto:

L([0,1]) = {[X, X] [0 < X <X < 1}.

La amplitud de un intervalo X € L([0,1]) se denota por
w(X). Una funcién intervalar f : (L([0,1]))” — L([0,1])
se dice que preserva la amplitud si para todo Xq,...,X, €
L(]0,1]) tales que w(Xy) = ... = w(X,), se tiene que
w(f(Xy,...,Xn)) =w(X;) para cualquier i € {1,...,n}.

Denotamos por <; una relaciéon de orden arbitraria en
L(]0,1]) con 0z, = [0, 0] como elemento minimo y 1, = [1,1]
como elemento maximo. Esta relaciéon de orden puede ser total
o parcial. Si queremos hablar especficamente de un orden total,
lo denotaremos por <.

Ejemplo 1: Ejemplos de relaciones de orden en L(]0, 1]).

a) La relacién de orden parcial en L([0, 1]) inducida por el
orden (parcial) usual en R? es:

X, X2 LY]siX<Y yX<Y. (D

b) Como ejemplo de orden total en L([0, 1]) tenemos el de
Xu y Yager (véase [14]):

X+X<Y+Yo

X+X=Y+Yy (2)
X-X<Y-Y.

(X, X] <xy [Y,Y] si

Definicion 1: Un orden admisible en L([0,1]) es un orden
lineal <7 que extiende el orden parcial 3r.

En este trabajo, cuando hablamos de un orden lineal entre
intervalos, asumimos que es admisible. El siguiente resultado
proporciona un método de construccién de 6rdenes admisibles.

Proposicién 1: ( [9]) Sean My, My : [0,1]*> — [0,1]
dos funciones de agregacién (es decir, funciones crecientes
tales que, si todas las entradas son cero, el resultado es
cero y, si todas las entradas son uno, el resultado es uno)
tales que, para cualesquiera X,Y € L([0,1]), las identidades
M(X,X) = Mi(Y,Y) y Ma(X,X) = My(Y,Y) se
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satisfacen simuldneamente si y solo si X = Y. Entonces, el
orden <z, am, en L([0,1]) dado por

Ml(i,Y) < Ml(z,? (6]
X<, Y si Mi(X,X)=M(Y,Y)y
My(X, X) < Mp(Y,Y

es un orden admisible en L([0, 1]).
Ejemplo 2:
(i) El orden de Xu y Yager es un ejemplo de orden
admisible con M (z,y) = 5L y My(z,y) = v.

(ii) Los o6rdenes lexicograficos <jep1 (<Liez2 ) también son
ejemplos de Ordenes admisibles con M;i(x,y) = =z
(Mi(z,y) =y) y Ma(z,y) =y (Ma(z,y) = ).

En general, si, para a € [0, 1] definimos la funcién de
agregacion

(iii)

Ko(z,y) = (1-a)a +ay

entonces, para ., 3 € [0, 1] con @ # 3, podemos obtener
el orden admisible <, g tomando M (x,y) = K (z,y)
y My(z,y) = Kg(x,y). Véase [9] para mds detalles.

Recordemos también la definicién de funcién de equivalen-
cia restringida (REF) [7]

Definicion 2: Una funcién R : [0,1]2 — [0,1] es una
funcién de equivalencia restringida (REF) si:

1) R(z,y) =0siy solosi{z,y} ={0,1};

2) R(x,y)=1siy solosiz=uy;

3) R(z,y) = R(y,x) para todo z,y € [0,1];

4) Si x <y <z entonces R(z,2) < R(z,y) y R(x,z) <

R(y, z) para todo z,y, z € [0,1].

ITI. FUNCIONES DE EQUIVALENCIA RESTRINGIDA
INTERVALO-VALORADAS QUE PRESERVAN LA AMPLITUD

En esta seccién proponemos una nueva definicion de REF
para datos intervalo-valorados que tiene en cuenta la amplitud
de los mismos.

Definicion 3: Sea <y, un orden en L([0,1]). Una funcion
de equivalencia restringida intervalo-valorada (IV REF) con
respecto al orden <j es una funcién Ry : L([0,1])? —
L(]0,1]) tal que:

1) Riv(X,Y)=0gsiysolosi {X,Y}={0.,1.};

2) Riv(X,X)=[1—-w(X),1] para todo X € L([0,1]);

3) Riv(X,Y) =Ry (Y,X) para todo X,Y € L([0, 1]);

4) Si X,Y,Z € L([0,1]) son tales que X <p Y <j Z

y w(X) = w(Y) = w(Z), entonces Ry (X,Z) <
Riv(X,Y)y Riv(X,Z) <y Riv(Y, 2).

La principal diferencia de esta definicién respecto a su
contrapartida difusa radica en el axioma 2. Dado que con-
sideramos que la amplitud del intervalo de pertenencia de un
elemento es una medida de la incertidumbre asociada al valor
preciso de pertenencia, y que dicho valor preciso es un nimero
dentro del intervalo de pertenencia, de esta forma se evita que
el resultado sea menos impreciso que los datos considerados.

Ejemplo 3:

La funcién Ry : L([0,1])? — L([0, 1]) dada por:

Riv(X,)Y) = [max (O7 1—|Kq4(X)
S w(X) +w(y))
max (1 — Ko (X) — Ko(Y)],

1

5 (W(X) +w(Y))]

es, para todo « €]0, 1], un ejemplo de IV REF con respecto a
cualquier orden admisible.

A continuacion discutimos un método de construccion de
estas funciones. Para ello, necesitamos el siguiente lema
previo.

Lema 1: Sean X, Y € L(]0, 1]) intervalos tales que w(X) =
w(Y). Entonces

- Ka(Y)|

XZLY & X< Y

para cualquier orden admisible <.
Prueba. La demostracion se sigue al tener en cuenta que dos
intervalos cualesquiera de la misma amplitud son siempre
comparables por medio del orden parcial 3. Dado que todo
orden admisible refina este orden parcial, se tiene el resultado.
|

Teorema 1: Sea o €]0,1[, M : [0,1]?> — [0, 1] una funcién
de agregaci6n simétrica e idempotente y R : [0,1]2 — [0,1]
una REF. Entonces, la funcién Ryy : L([0,1])? — L([0,1])
dada por

Riv(X,Y) = [max (0, R (Ko (X) , 3)
Ka(Y)) = M(w(X),w(Y))),
max (R (Ko (X), Ka(Y)), M(w(X),w(Y)))]

es una IV REF con respecto a cualquier orden admisible <7,
que preserva la amplitud

Prueba. Por comodidad, escribimos R por
R(Ky(X),Ko(Y)), y M por M(w(X),w(Y)). Entonces,
la ecuacién (3) se simplifica como:

Riv(X,Y) = [max (07R—M),max (R,M)](4)
B {[R—M,RL siR> M,

[0, M], en otro caso.

De (4), Ry estd bien definido. Ademads, R;y(X,Y) =0p
si ysolosi R =0y M = 0. Pero esto ocurre si y solo
si {Ko(X),Ko(Y)} = {0,1}, lo que sucede si y solo si
{X,Y}={0r,1}. Luego w(X) = w(Y) =0 y tenemos la
primera condicién de la Definicién 3.

La segunda condicion de la Definicién 3 se sigue al observar
que R (Ko(X), Ka(X)) = 1y M(w(X),w(X)) = w(X).

La simetria de Ry es una consecuencia inmediata de la
simetria de Ry M.

La monotonia con respecto a cualquier orden admisible es
clara a partir de la monotonia de R, el lema 1 y el hecho de
que, si X <71 Y <rp Zyw(X)=w(Y) =w(Z), entonces
Ko(X) < Ko(Y) < Ko(2).
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Finalmente, la preservacion de la amplitud Ry se sigue de
la Ecuacién (4) y de la idempotencia de M B

Podemos utilizar cualquier REF R y cualquier funcién de
agregacién idempotente y simétrica M en la Ecuacién (3)
para construir funciones de equivalencia restringida intervalo-
valoradas que preserven la amplitud. De hecho, es posible sim-
plificar la Ecuacién (3) imponiendo restricciones adicionales
sobre Ry M.

Corolario 1: Sean o €]0,1] y M : [0,1]*> — [0,1] una
funcién de agregacion simétrica idempotente tal que

M (z,y) < min ((1 — o)z + ay, az + (1 — a)y)

para cualesquiera x,y € [0,1]. Sea R : [0,1]> — [0,1] una
funcién de equivalencia restringida tal que

R(z,y) > 1— [z -y

para todo z,y € [0,1]. Entonces, la funcién Ry
L([0,1])? — L([0,1]) dada por

RIV(X7Y) = [R (Ka(X)aKa(Y))
- M(w(X),w(Y)LR(Ka(X),Ka(Y))}

®)

es una funcién de equivalencia restringida intervalo-valorada
con respecto a cualquier orden admisible <7y y que preserva
la amplitud.

Prueba Es necesario ver que

R(Ka(X),Ka(Y)) 2 M(w(X),w(Y))

para todo X,Y € L(]0,1]), ya que, de este modo, la
Ecuacién (5) es un caso especial de la Ecuacién (3).
Por nuestras hipétesis sobre M y R, es suficiente mostrar
que
1= [Ka(X) = Ka(Y))] (©)
> min ((1 - a)w(X) + aw(Y),cw(X) + (1 — c)w(Y)).

Supongamos que K, (X) > K,(Y). Entonces

1= |Ko(X) = Ko (Y)
= 1-1l-a)X-aX+(1-aY+aY
y como
1>X-Y
= l-a)X-Y)+a(X-Y)
= l-a)X-X+X-Y)

tenemos que

H
|
|
L2
!
|
o
e
+
-
|
L2
|~
_|_
Q
=

> (1-a)(X-X)+aY -Y),

luego (6) se satisface.
Supongamos ahora que K, (X) < K, (Y). Tenemos que

1+1-a)X+aX - (1-a)Y —aY

y como
1>Y -X
= (1-a)Y —X)+aY - X)
1-a)(Y -Y+Y-X)
+ oY — X +X - X),
vemos que

1+(1-a)X+aX —(1—)Y —aY
> 1-a) -Y)+aX - X),

de donde se cumple (6) y tenemos el resultado. H.

Corolario 2: Consideremos la funcién de equivalencia re-
stringida intervalo-valorada Ry propuesta en el Corolario 1.
Entonces, para todo X,Y € L([0,1]) se tiene que

min(w(X), w(Y)) < w(Rrv(X,Y)) = M(w(X),w(Y))
< min ((1 — a)w(X) + aw(Y),cw(X) + (1 — c)w(Y)).

Prueba. La primera desigualdad se verifica porque toda funcion
de agregacion idempotente es siempre mayor o igual que el
minimo. En cuanto a la segunda desigualdad, es una conse-
cuencia de las hipétesis sobre M asumidas en el Corolario 1.
]

El siguiente resultado es directo.

Lema 2: Si My, M : [0,1]> — [0,1] son funciones de
agregacion simétricas idempotentes, entonces la funcién M :
[0,1]* — [0, 1] dada por

M(Jj,y) = min(Ml (x,y), MQ(J;) y))v

para todo x,y € [0, 1], es una funcién de agregacién simétrica
idempotente.

Ejemplo 4: Vamos a construir un ejemplo especifico de
funcién de equivalencia restringida intervalo-valorada constru-
ida de acuerdo con el Corolario 1. Sea RP(z,y) = 1—|z—y|?,
con p > 0, que es una REF. Es claro que RP(z,y) > R!
1 — |z — y| para todo z,y € [0,1] siy solo si p € [1,00].

(1) Si tomamos o = 1/2 y M(z,y) Y obtenemos
una clase de funciones de equivalencia restringida intervalo
valoradas prespecto a cualquier orden admisible:

X+X Y+Y)

P — P
) = [ (X2, L2

L 0 g (XX LT

para cualquier p € [1,00].
(ii) Si tomamos M (z,y) = min(z,y), obtenemos:
RUF(X,Y) = [RP (Ko(X), Ko(Y)) — min(w(X), w(Y)),
R (Ko (X), Ka(Y))]
para p € [1,00[ y a €]0,1].
(iii) Sea « € [0, 1]. Es fécil observar que

min ((1 — B)z + By, Bz + (1 — B)y)
< min ((1 - a)z +ay, az + (1 — a)y)

401



' XVIII CONFERENCIA DE LA ASOCIACION ESPANOLA PARA LA INTELIGENCIA ARTIFICIAL

para todo 3 € [0,1] tal que
max(3,1 — 8) > max(a,1 — a) .

Por tanto, obtenemos una clase mas general que la del item
(i) si tomamos « €]0,1[ y

M(z,y) = min ((1 - B)z + By, Bz + (1 - B)y)

para 8 € [max(a,1 — «),1] (o equivalentemente para 8 €

[0, min(a, 1 — a))):
RiP(X.Y)
= [RP (Ko(X),Ka(Y)) —min ((1 = B)w(X) + Bw(Y),
Bu(X) + (1= Bw(Y)), R (Ka(X), Ko(Y))].

En particular, para 5 = 1 (o equivalentemente para 8 = 0)
obtenemos la clase descrita en el item (ii).

IV. FUNCIONES DE AGREGACION INTERVALO-VALORADAS
QUE PRESERVAN LA AMPLITUD

De cara a posibles aplicaciones, introducimos en esta
seccion un andlisis de la posible definiciéon de funciones de
agregacionj intervalo-valoradas que también tengan en cuenta
la amplitud de los datos a agregar. Recordamos primero la
definicién de funcién de agregacién intervalo-valorada con
respecto a un orden admisible arbitrario.

Definicion 4: Sea n > 2. Una funcién de agregacion
intervalo-valorada (n-dimensional) en L([0,1]) con respecto a
un orden <, es una aplicacién My : (L([0,1]))™ — L([0, 1])

tal que:
(i) Mrv(0g,---,0L) =0r.
@) Mrv(p,---,11) =1p.

(iii) M7y es no decreciente respecto a <.

A continuacién proponemos un método de construccién de
funciones de agregacion intervalo-valoradas que preservan la
amplitud de los intervalos a agregar.

Para ello, dada una funcién de agregaciéon M :
[0, 1], consideramos las dos propiedades siguientes:

[0, 1]"

(Pl) M(cxy,...,cxy) > cM(x1,...,2,) para todo ¢ €
[0,1], x1,...,2, € [0,1].

(P2) M(z1,...,2y) <1—M(1 —z,...,1—z,) para
todo z1,...,z, € [0,1].

Teorema 2: Sean «, 8 € [0,1] con 8 # «. Sean My, My :
[0,1]" — [0,1] dos funciones de agregacién tales que M
es estrictamente creciente, M1 (x1,...,2,) > Ma(21,...,2,)
paratodo 1, ..., x, € [0, 1], My o M, satisfacen la propiedad
(P1) y M; o M5 satisfacen la propiedad (P2). Entonces, My :

(L([0,1]))™ — L([0,1]) dada por:
Mpy(X1,...,X,) =Y, donde
{Ka(Y) = My (Ko(X1), ..., Ka(Xn))
w(Y) = My (w(X1),...,w(Xn)),

para todo X1q,...,X, € L([0,1]), es una funcién de agre-
gacion intervalo-valorada con respecto a <, g.

Ademas, si M es idempotente, entonces My preserva la
amplitud.

Prueba.
Primero veamos que My estd bien definida. Tenemos

Y = [V, V] = [Ka(Y) — aw(Y), Ko(Y) + (1 — a)w(Y)].

Como Y <Y, solo debemos probar que

HY > 0: Para « = 0 tenemos que Y =
My(Xi,...,X,) >0y para o €]0, 1] tenemos que
K,(Y)=M (Ko(X1),...,Ko(Xy))
s o (Kl ()
@ @

> abM, (w<X1)v v aw(Xn)) = OZ’LU(Y)

donde la primera desigualdad se sigue de que M> satis-
face la propiedad (P1) y la segunda, de que K, (X) =
lI-a)X+aX > aX - X) = aw(X) for all

X € L([0,1)).
2) Y < 1: Para a = 1 tenemos que Y =
M;(X1,...,X,) <1y para a € [0,1] vemos que
K,Y)+ (1 —-a)w(Y)
= M (Ka(X1),-.., Ka(Xn))
+ (1 - @)Mz ( (Xl) w(Xy,))
< My (Ka(X0), < ) -
1— 1— K, (X,
(SO 1)
< M (Ka(Xy), .- ( ))
+ M(1 Ka(Xl) Ka(Xn))
< My (Ka(Xy),- ( ))
+ 1-My(K (X1) S Ka(Xn)) =1

donde la primera desigualdad se sigue de que 1 —
Ko(X)=1-(1-a)X-aX >(1-a)(X - X) =
(1 — o)w(X) for all X € L([0,1]), y la segunda y la
tercera, de las hipdtesis del Teorema.
Veamos ahora que My es una funcién de agregacién
intervalo-valorada.

(1) M[\/(OL,-'- 7OL) = Y donde KQ(Y) =
M1(0,...,0) = 0y w(¥) = M3(0,...,0) = 0, luego
Y =0;.

(11) ij(lL,”- ,1L) = Y donde KQ(Y) =
Mi(1,...,1) = 1y wlY) = M0,...,0) = 0, luego

Y =1;.

(iii) Sea X; <, Y; para todo ¢ = 1,...,n. Entonces

K.(X;) < K,(Y;) para todo ¢ = 1,...,n y hay dos
posibilidades:
1) Existe j € {1,...,n} tal que K,(X;) < K,(Y;).
Entonces
Ml(Ka(Xl),. .. ,Ka(Xn)) < Ml(K(,(Yl), .. ,KQ(Y»,L)),
ya que M; es estrictamente creciente, luego
ij(Xl,...,Xn) <a,ﬁ M]\/(Yl,...,yn).
2) Ko(X;) = Ko(Y;) para todo ¢ = 1,...,n. Si

B > «, entonces w(X;) < w(Y;) para todo
i = 1,...,n, de donde My(w(Xy),...,w(X,)) <
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My(w(Y7),...,w(Yy)), y por tanto
MIV(X17~-- n) Sa,B MIV(}/L“-’ ) Slﬁ < «,
entonces w(X;) > w(Y;) para todo i = 1,...,n, luego
MQ(w(Xl)v"'ﬂw(Xn)) 2 MQ( (Yl)aaw(yn))’ y
My (X1, ..., Xn) <ap Miv(Y1,...,Y5).

Finalmente, la conservacidon de la amplitud se sigue
facilmente de la idempotencia de M. B
Ejemplo 5: Una funciéon My : (L(]0,1]))" — L([0,1])
definida como en el Teorema 2, es una funcién de agregacion
intervalo-valorada que preserva la amplitud (con respecto a
<a,3)s Si, por ejemplo:

1) (1) Ml(xl,...,xn) = M2(1‘1,...,xn) = %
para todo z1,...,z, € [0,1], 0

2) (i) My(xy,... @) = St My(zy,... 2,) =
min{zy,...,x,} para todo z1,...,z, € [0,1].

V. MEDIDAS DE SIMILITUD INTERVALO-VALORADAS QUE
PRESERVAN LA AMPLITUD

A continuacién proponemos una nueva definicién de medida
de similitud intervalo-valorada que tiene en cuenta la amplitud
de los intervalos.

Definicion 5: Sea <y, un orden en L([0,1]) y M : [0, 1]™
[0,1] una funcién de agregacién. Una medida de similitud
intervalo-valorada asociada a M basada en la amplitud los
conjuntos intervalo-valorados definidos en un referencia finito
U, IVFS(U), y con respecto al orden <j, es una funcién
Sy IVFS(U) x IVFS(U) — L(]0,1]) tal que, para todo
A, B, A" B" € IVFS(U),

[(SM2)]

Sr(A, A) = [1 — M(w(Au)),. .., w(A(un))), 1] ;

[(SM3)] Sy (A,B) = 0 si y solo si {A(u;), B(u;)}
{0p,1.} para todo i € {1,...,n};

[(SM4)] Si A C A C B'"C Bwrt. <p y w(A(u))
w( A (u;)) w(B'(uw;)) = w(B(u;)) para todo i €
{1,...,n}, entonces Sp(A, B) <p, Sp (A", B).

Preentamos ahora un método de construccién de estas
similitudes. Recordemos que una funcién de agregacién M :

[0,1]" — [0,1] es auto-dual con respecto a la negacién
estandar si
M(z1,...,2n)=1—-M(1 —z1,...,1 —x,)
si x1,...,2, € [0,1].
Teorema 3:
Sea My (L([0,1]))™ — L(]0,1]) una funcién de

agregacion intervalo-valorada (respecto a un orden <p) tal
que M[\/(Xl, . 7Xn) = [ML(&, . ,&), MU(Xl,Xn]
con My, My funciones de agregacién y My, auto-dual, y sea
My (X1,...,X,) = 0g siy solo si X =X, =0.
Sea Ry : L([0,1])> — L([0,1]) una IV REF con respecto
al orden <j. Entonces, la funcién Sy, : IVFS(U) x
IVFS(U) — L(]0, 1]) dada por:

Sm; (A, B) = My (RIV (A(u1), B(u1)),..., Riv (A(un

), B(un)))

para todo A, B € IVFS(U) es una medida de similitud
intervalo-valorada asociada a M basada en la amplitud sobre

IVFS(U) con respecto al orden <j.
Prueba. (SM2) Tenemos

SN[L(A,A) = M[v( [1 —
[ML(1 —w(A(u)),. ..,
[1 — My (w(A(w)), ...

w(A(w)), 1], ...
1—w(A(un))), 1]
w(A(un))), 1]

(SM1), (SM3) y (SM4) son directos. B

Ejemplo 6: El siguiente es un ejemplo de IV similitud
basada en la amplitud con respecto a la media aritmética y
el orden definido por las funciones Ky 5 y K; (de acuerdo
con la proposicién 1).

§ Afus) + A(us) — Blus) — Blus)

Sm, (A,B) = |1— o
me( (A(us)), w(B(us)))
- - : %)
g Aws) + A(w) — B(uws) — Bluy)

VI. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado nuevas aproximaciones a
los conceptos de funcién de equivalencia restringida y funcién
de similitud en el marco intervalar teniendo en cuenta érdenes
admisibles y la amplitud de los intervalos.

Estas nociones son aplicables directamente en todos aque-
llos problemas donde, o bien se han utilizado conjuntos
intervalo-valorados, o bien se han utilizado conjuntos difusos
pero existe una gran incertidumbre asociada a la construccién
de los valores de pertenencia. En particular, en el futuro
tenemos intencién de aplicar estas nociones en problemas de
de visién en estéreo.
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