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Resumen—En este trabajo presentamos un algoritmo de com-
paracion de imagenes basado en mediciones de similitud entre
vecindarios de pixeles a través de las llamadas funciones de
semejanza de matrices (0 matrix resemblance functions, término
original). Ademas, inspirados por los conceptos de funciones
de equivalencia restringida y grados de inclusion de Sinha
y Dougherty, estudiamos dos métodos de construccién para
funciones de semejanza de matrices, que las dotan de una
expresion algebraica y permiten asi estudiar las propiedades que
hacen a esta familia de funciones apropiada para la comparacion
de imagenes. Concluimos el trabajo con un ejemplo que ilustra
una potencial aplicacion de este tipo de funciones para detectar
cambios y movimiento en video.

Index Terms—Funciones de agregacion, funciones de semejan-
za de matrices, comparacion de imagenes.

I. INTRODUCCION

Existen en la literatura diversas propuestas para medir cémo
de diferentes son dos imdgenes en términos de similitud.
La comparacién de imdgenes es ampliamente utilizada en
distintos ambitos, como son el reconocimiento facial [1]],
mejora de escenas [2] y detecciéon de fallos o anomalias en
series de produccion [3]], entre otros.

En consecuencia, es posible encontrar numerosas medidas
e indices de similitud en la literatura [4], [5]. Una de las
diferencias entre el método que se presenta en este trabajo
y muchos otros es que se trata de un método basado en la
comparaciéon de vecindarios, en lugar de llevar a cabo una
comparacién pixel a pixel. Otra diferencia notable es que la
mayoria de técnicas de comparacion son medidas numéricas,
i.e., el resultado se reduce a un nimero, mientras que nuestra
propuesta tiene una nueva imagen como resultado. Ademads
de que un nimero puede no resultar del todo representativo
en cuanto a la similitud de dos imégenes, el beneficio de
considerar una nueva imagen como resultado es que hace
posible extraer informacién sobre la localizacidn, es decir, se
pueden determinar zonas donde las dos imdgenes son mas
similares o menos y medir como de similares son en cada una
de esas regiones.

En este trabajo discutimos la nocién de funciones de se-
mejanza de matrices, que fueron introducidas con una defini-
cidén axiomatica en [6]. Ademads, estudiamos dos métodos de
construccién basados en funciones de equivalencia restringida
[7] y grados de inclusién [8], [9], respectivamente. También
analizamos las restricciones necesarias para que este las fun-
ciones de esta clase sean adecuadas para comparar imagenes,
en otras palabras, las restricciones para que estas funciones
satisfagan propiedades frecuentemente requeridas a medidas
de comparacién de imagenes .

El objetivo de este trabajo, ademds de discutir la nocién y
las propiedades de las funciones de semejanza de matrices, es
presentar un algoritmo de comparacién de imdgenes basado
en esta familia de funciones. El algoritmo consiste en com-
parar el vecindario de un pixel de la primera imagen con el
correspondiente vecindario del pixel de la segunda imagen.
El resultado de dicha comparacién se usa como valor para el
pixel en esa posicion de la nueva imagen, la imagen resultado.

Tras la presentacion del algoritmo, presentamos un ejemplo
que ilustra como puede usarse el algoritmo en una aplicacion
de deteccién de cambios o movimiento en video.

Este trabajo se organiza de la siguiente manera. En la
Seccién [II, comenzamos recordando varios conceptos preli-
minares. En la Seccion [II| presentamos la clase de funciones
de semejanza de matrices para matrices m X n. En la Seccién
discutimos dos métodos para construir funciones de este
tipo basados en funciones de equivalencia restringida y grados
de inclusién. En la Seccion [V] estudiamos las propiedades que
este tipo de funciones cumple en relacién con el problema
de la comparacién de imagenes. Concluimos este trabajo con
un algoritmo de comparacién de imagen (Seccién y un
ejemplo de cdmo aplicarlo en un problema de deteccién de
cambios en video en la Seccién

II. PRELIMINARES

Sean m,n € Ny denotamos por M., ([0, 1]) al conjunto
de matrices m X n cuyos elementos pertenecen al intervalo
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unidad.
Llamamos negacién difusa a la siguiente generalizacién de
la negacién en légica clasica.

Definicién 1. Se dice que una funcion c : [0,1)> — [0,1] es
una negacion difusa si es decreciente, ¢(0) = 1y ¢(1) = 0.
Ademds, se dice que c es estricta si es continua y estrictamente
decreciente. Decimos que una negacion estricta c es fuerte si
ademds es involutiva, es decir, c(c(x)) = x para todo v €
[0, 1].

Una funcién de equivalencia restringida [7] modela la

comparacion entre dos nimeros en el intervalo unidad.

Definicion 2. Sea ¢ una negacion fuerte. Una funcion REF :
[0,1]% — [0, 1] es una funcién de equivalencia restringida con
respecto a c Si

(REF1) REF (z,y) = REF( x) para todos x,y € [0,1];

(REF2) REF(x,y) =1 siy solo si x = y;

(REF3) REF (x,y) =0 siy solo si {z,y} ={0,1};

(REF4) REF(z,y) = REF(c(x),c(y)) para todos x,y €
[0, 1];

(REFS5) Para todos x,y,z € [0,1], si x < y < 2z en-
tonces REF (z,y) > REF(x,z) y REF(y,z) >

REF(z, z).

En la Seccién presentamos un método de construccién
de funciones de semejanza de matrices en términos de grados
de inclusién difusos. Para ello, aprovechamos el hecho de que
si consideramos un conjunto de pixeles como universo, un
conjunto difuso puede ser como una matriz en M, ([0, 1]).
Denotamos el conjunto formado por todos los conjuntos
difusos con universo X como F'S(X).

Un grado de inclusién difuso [9], [10], [11] indica cémo
de contenido estd un conjunto difuso en otro. Existen varias
definiciones de esta nocidon, con diferentes axiomatizaciones
[12], (8], [13]. En este trabajo, usamos la introduzida por Sinha
y Dougherty [8].

Definicion 3. Se dice que una funcion o : FS(X)xFS(X) —
[0,1] es un grado de inclusion en el sentido de Sinha y
Dougherty si satisface las siguientes propiedades

(IG1) o(A,B) = 1siysolo si A< B, donde A < B significa

que A(x) < B(z) para todo x € X;

(IG2) (A, B) =0 siy solo si existe x; tal que A(x;) =1y
B(l‘» = O,’

(IG3) Si B <C, entonces o(A,B) < o(A,C) para todo A €
FS(X);

(IG4) Si B <C, entonces o(C, A) < o(B, A) para todo A €
FS(X);

(IG5) o(A,B) = o(n(A),n(B)), siendo m una permutacion
de los elementos de X y con w(A)(x) = A(n(z)) y
m(B)(z) = B(w(x));

(IG6) o(A,B) = o(B., A.), siendo c una negacion fuerte;

(IG7) o(B VvV C, A) = min(c(B, A),o(C,.A)) para todos
A,B,C € FS(X);

(IG8) o(A,B A C) = min(c(A,B),
A,B,C € FS(X);

o(A,C)) para todos

(IG9) o(A,B VvV C) > max(o(A,B),
A, B,C € FS(X).

o(A,C)) para todos

III. LA CLASE DE FUNCIONES DE SEMEJANZA DE
MATRICES

Recordemos la definicion axiomadtica del concepto de fun-
cién de semejanza de matrices, introducida en [6] para matri-
ces cuadradas.

Definicion 4 ([6]). Sean m,n € N. Decimos que una funcion

U Moy ([0, 1]) X Mipxn ([0, 1]) — [0, 1] es una funcion de

semejanza de matrices si cumple las siguientes propiedades:

(MRF1) W(A,B)=1siy solosi A= B;

(MRF2) ¥(A,B) = 0 si y solo si {aij,b;;} = {0,1} para
algunos 1 <i<myl1<j3<n;

(MRF3) V(A,B) = VU(B,A) para todas A,B €
M ([0, 1]).
Ejemplo 1. La funcion
U(A,B) = [] (1-(ay—0b;y)?)
1<i<m
1<j<n

es una funcion de semejanza de matrices.

La condicién hace que las funciones de semejanza
de matrices estén relacionadas con el operador de erosién de
la morfologia matematica [6].

El siguiente resultado da una manera de generar nuevas
funciones de semejanza de matrices a partir de una dada.

Proposicion 1. Sean ¢,n : [0,1] — [0, 1] tales que ¢(0) =
n(0) = 0, ¢(1) = (1) = 1, n(z) € (0,1) para todo

€ (0,1), y sea ¢ inyectiva. Si U : My, x,([0,1])% — [0, 1]
es una funcion de semejanza de matrices, entonces Wy, :
M ([0,1])? = [0, 1] dada por

Us.n(A, B) =n(¥(p(A),¢(B))), (D

donde ¢(A);j = ¢(ai;), también es una funcion de semejanza
de matrices.

La demostracién de la proposicién anterior se basa en com-
probar que la expresion cumple las condiciones (MRF1)
MRE3

Corolario 1. Sea ¢ : [0,1] — [0, 1] una funcion estrictamente
creciente tal que $(0) =0y ¢(1) =1, y sea ¥ una funcion
de semejanza de matrices. Entonces, la funcion U, 41 es de
semejanza de matrices.

Ejemplo 2. Del Ejemplo[l|y el Corolario [I| se deduce que

2

v(AB) =| [[ (1-(
1<i<m
1<j<n

= b35)°)

es una funcion de semejanza de matrices.

Por otro lado, es posible también obtener una funcién de
esta clase mediante una agregacion de funciones de semejanza
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de matrices (mds informacién sobre funciones de agregacion
en [14]).

Proposicion 2. Sea k > 2 y sea F : [0,1]F — [0,1]
sin divisores de cero ni de uno [14l]. Si V4, ..., Uy son
funciones de semejanza de matrices, entonces la funcion

U=F(Uy,...,0) : Muxn([0,1])* — [0,1] dada por

U(A,B) = F(Uy,...,U,)(A,B)
= F(U,(A,B), ..., (A, B)),

es una funcion de semejanza de matrices.

En particular, el resultado de calcular la media aritmética de
dos funciones de semejanza de matrices es una nueva funcién
de semejanza de matrices.

IV. METODOS DE CONSTRUCCION DE FUNCIONES DE
SEMEJANZA DE MATRICES

Para poder exponer los dos métodos de construccién, fi-
jamos una serie de propiedades que una funcién F' puede
cumplir. Sean F : [0, 1]V — [0,1], x € [0,1]" y 7 una permu-
tacién de N elementos. Denotamos X = (T (1), - - -, Tr(N))-
Asi, podemos fijar las siguientes propiedades.

(F1) F(x)=1siysolosix=(1,...,1),
(F2) F(x)=0siysolosiz;=0paraalgin 1 <j <N,
(F3) F (x) = F (x,) para toda permutacién 7 de {1,..., N}.

Las primeras dos propiedades fueron estudiadas en [15]
para funciones de agregacion. Este tipo de funciones han sido
ampliamente utilizadas en muchos campos, en particular en
vision artificial [16], [17].

El siguiente resultado refleja el primer método de cons-
truccién, que estd basado en el concepto de funcién de
equivalencia restringida.

Teorema 1. Sea 3 una funcion que satisfaga |(REFI){(REF3)

y H :[0,1]™" — [0, 1] una funcion que satisfaga|(F1)|y|(F2)

Entonces, la funcion W : My, ([0,1])* — [0, 1] dada por
V(A B) = 1<{£m(ﬁ(aij,bij)) 2)

1<5<n

es una funcion de semejanza de matrices.

Demostracion. Sea U como en (2). Veamos que ¥ es una
funcién de semejanza de matrices. Para [(MRF1), como H
satisface ((E1))), se tiene que
H (,B(aij,bij)) =1si y solo si ﬁ(aij,bij) =1
1<i<m
1<5<n
paratodos 1 <7 <my 1 < j <n. Ahora, por |(REF2)| esto
equivale a que a;; = b;; paratodos 1 <i<my1<j<n.
Probemos [[MRF2)] Por [(F2), tenemos que
H (B(aijvbij)) = 0 Si y SOlO Si B(aij,bij) = 0,

1<i<m
155<n

para algunos 1 < 3
equivale a {a;j;,b;;}
1<j<n

<my1l < j < mn; que, por [REF3)|
= {0,1} para algunos 1 < ¢ < m y

La propiedad |[(MRF3)| también se cumple, ya que, por

B(aij, bij) = B(bij, aij).
O

Llamamos a las funciones de semejanza de matrices cons-
truidas de esta forma como generadas por el par (H, ).

La funcién de semejanza de matrices del Ejemplo |1| esta
generada por el par (H,(3), donde H es el producto y
Bla,y) =1—(z—y)*

El segundo método de construccién estd basado en los
grados de inclusion en el sentido de Sinha y Dougherty.

Teorema 2. Sea 0 : M« ([0,1])% — [0,1] que satisfaga
y y sea M : [0,1)2 — [0, 1] una funcién satisfa-
ciendo |(FIW[(F3) Entonces la funcién ¥ : M, ([0,1])% —
[0,1] dada por

U(A,B) =M (c(A,B),0(B,A)), 3)
es una funcion de semejanza de matrices.

Demostracion. Sea W como en @) Primero, para[(MRF1)| co-
mo M satisface ((F1)), se tiene que M (0(A, B),0(B, A)) =
1siysolosio(A, B) = o(B, A) = 1. Por[IGI)] esto equivale
a A< By B<A,que, asu vez, equivale a A = B.

[MRF2) se sigue de que W(A,B) =
M (0(A,B),0(B,A)) = 0 si y solo si 0(A,B) =
0 or o(B,A) =0, por (F2)). Y, esto equivale a (a;; =1y
bij =0) 0 (aij =0y b =1).

[MRF3)| es directo por ((F3)).

O

Llamamos a las funciones de semejanza de matrices cons-
truidas por este método como las generadas por el par (M, o).

Ejemplo 3. La funcion dada por
(A, B) = min (G0} 0 ) )
i, i,

donde Iy, denota la implicacion de Lukasiewicz, I1(x,y) =
min(1,1 — z + y), es una funcion de semejanza de matrices
construida por el segundo método, generada por o(A,B) =
inf{Ir(ai;,bi;)} y M el minimo.

i,

V. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DE SEMEJANZA DE
MATRICES PARA LA COMPARACION DE IMAGENES

Existen una serie de propiedades que son estindares en
medidas para comparar imagenes [4], [5]. En esta seccion
presentamos las condiciones bajo las cuales las funciones
sobre las que versa este trabajo cumplen varias de esas
propiedades.

V-A.

Es frecuente que una medida de comparacién de imége-
nes solo pueda dar el mdximo resultado posible cuando las
dos imagenes a comparar sean la misma. Las funciones de
semejanza de matrices cumplen esta condicién por el primer
axioma.

Otra propiedad habitual es que el orden en que se comparen
ambas imdgenes no tenga ningtn efecto en el resultado. La

condicién asegura esta propiedad.

Igualdad y simetria
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V-B. Complementos binarios y en grises

Segtn [4], una medida de similitud debe dar 0 cuando com-
paramos una imagen en blanco y negro con su negativa. Las
funciones de semejanza de matrices cumplen esta propiedad
debido al segundo axioma.

Otra propiedad deseada para esta clase de medidas es que el
resultado de comparar dos imagenes cualesquiera y de compa-
rar sus complementos por una negacion fuerte sea el mismo. Es
decir, se busca que ¥(A, B) = ¥(A,, B.), con ¢ una negacién
fuerte y Ac = (c(ai;)); =y ¥ Be = (c(bij)); ;-

En este respecto, tenemos los siguientes dos resultados.

Proposicion 3. Sea V una funcion de semejanza de matrices

generada por el par (H, 8) tal que 3 cumple|(REF4)| Entonces
U satisface V(A, B) = (A, B.).

Proposicion 4. Sea U una funcién de semejanza de matrices
generada por el par (M, o) tal que o cumple [(IG6)| Entonces
VU satisface V(A, B) = ¥(A., B.).

Los reciprocos de estos resultados no se cumplen en general.

V-C. Invariancia por permutaciones

También es natural que la comparacion de dos imagenes
y la comparacién de las mismas tras una transformacién del
dominio (ya sea una refraccién, una rotacidn, etc.) obtengan
el mismo resultado.

Consecuentemente, estudiamos las condiciones que tiene
que cumplir una funcién de semejanza de matrices ¥ pa-
ra que se cumpla ¥(A,B) = U(n(A),n(B)), para todas
A, B € My,xn([0,1]) y toda permutacién 7 del conjunto de
indices.

Teorema 3. Sea VU una funcion de semejanza de matrices
generada por el par (H,(3). Entonces ¥V cumple V(A, B) =
U(n(A), n(B)), para todas A, B y permutacion m si y solo
si H satisfies

Proposicion 5. Sea V una funcion de semejanza de matrices
generada por el par (M,o). Si o cumple entonces
U cumple (A, B) = U(n(A),n(B)), para todas A, By
permutacion T.

V-D. Monotonia

Llamamos monotonia a la siguiente condicién, que asegura
que el resultado de la comparacion crece o decrece acorde a
la diferencia en luminosidad.

M) Si A < B < C, entonces V(A,C) < ¥(A,B) y
U(A,C) <¥(B,0).

Los siguientes resultados dan las condiciones bajo las cuales

una matriz de semejanza de matrices cumple la condicion

Teorema 4. Sea V una funcion de semejanza de matrices
generada por el par (H,[3) con H una funcion creciente. Si
B cumple entonces U cumple Ademds, si H es
estrictamente creciente en (0,1]™", el reciproco también se
cumple.

En particular, una funcién de semejanza de matrices U,
generada por el par (H, ) con /3 una funcién de equivalencia
restringida y [ una funcién de agregacién que cumpla |(F1)

satisface la propiedad

Teorema 5. Sea ¥ una funcion de semejanza de matrices
generada por el par (M, o) con M una funcion creciente. Si

o cumple y entonces ¥ cumple

V-E. Invariancia por cambios constantes de luminosidad

Es deseable que el resultado de comparar dos imdgenes y las
mismas con un cambio constante en la luminosidad coincida.
Es decir, buscamos que

TU(A+ X, B+ ) =¥(A4,B), 4)

donde A es la matriz m X n formada por A € [0,1 —
max(a;;, b;j)] en todas las posiciones.

Los siguientes son los resultados que indican bajo qué
condiciones una funcién de semejanza de matrices, construida
mediante una de las dos construcciones presentadas, cumple
la condicion ().

Proposicién 6. Sean A,B € M, x»([0,1]), A € [0,1 —
méx(a;;, b;j)] y sea ¥ una funcion de semejanza de matrices
generada por el par (H,3) con ( tal que S(x + X,y + \) =
B(z,y). Entonces U cumple ({@).

Proposicion 7. Sean A,B € M, xn([0,1]), A € [0,1 —
max(aij, bij)] y sea W una funcion de semejanza de matrices
generada por el par (M, o) con o tal que c(A+ X, B+ ) =
o(A, B). Entonces ¥ cumple (@).

VI. ALGORITMO DE COMPARACION DE IMAGENES

En esta seccién presentamos un algoritmo para comparar
imagenes en escala de grises que se basa en medir la similitud
entre los vecindarios correspondientes a pixeles de las dos
imdgenes (matrices m X n).

Una de las ventajas de este método es que, mientras que
el resultado de comparar dos vecindarios con una funcién de
semejanza de matrices es un nimero, el resultado de comparar
dos imigenes es una tercera que permite delimitar las zonas
donde las imagenes se parecen mas o menos, las zonas donde
las dos imagenes son igual de parecidas o igual de distintas. En
consecuencia, uno de los tltimos pasos de nuestro algoritmo
es segmentar la imagen resultante para obtener las diferentes
regiones de similitud.

En la siguiente seccidn ilustramos la forma de utilizar este
algoritmo para detectar cambios u objetos en movimiento en
video. Para este tipo de aplicacién, donde se pretende separar
el objeto en movimiento del fondo, utilizamos un algoritmo de
umbralizacién como técnica para segmentar la imagen al final
del algoritmo. Las técnicas de umbralizacion [18] consisten en
dar con un umbral en las intensidades de la imagen que separan
el objeto del fondo: los pixeles con una intensidad mayor a
dicho umbral se clasifican como objeto y los restantes como
fondo, o viceversa. La ventaja de utilizar este tipo de técnica
para la segmentacion es su bajo coste computacional.
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El algoritmo que presentamos, Algorithm [I] recibe dos
imdgenes del mismo tamafio en escala de grises y devuelve una
nueva imagen, la imagen de comparacién. Una vez obtenemos
esta nueva imagen, procedemos a segmentar la imagen con el
algoritmo de umbralizacién de Otsu [19].

Algorithm 1 Algoritmo de comparacién de imagenes

Input: Dos imdgenes (del mismo tamafio) a comparar: I; y
Iy
Output: La imagen de comparacion C'y el umbral ¢
1: for cada pixel en I; do
2:  Determinar su vecindario en [; y el correspondiente en
I
3:  Usar una funcién de semejanza de matrices para com-
parar los vecindarios
4:  Fijar el valor del pixel de C' en esa posiciéon con el
resultado dado por la funcién de semejanza de matrices
end for
. Aplicar el algoritmo de Otsu a C' para obtener el umbral
t

AN

VII. DETECCION DE CAMBIOS Y MOVIMIENTO EN VIDEO

En esta seccién mostramos cémo puede ser utilizado el
algoritmo de la seccién anterior para detectar objetos en
movimiento en un video. El método consiste en comparar
cada fotograma de un video con un fotograma en el que
el objeto a detectar no aparece (0 no se mueve). Como
ejemplo ilustrativo, en este trabajo utilizamos de fotograma de
referencia el primero del video. De esta forma, comparando
cada fotograma con el sefialado, logramos tantas imagenes
de comparacién como fotogramas tiene el video. Es decir,
obtenemos un nuevo video en el que el objeto en movimiento
es separado del fondo.

Noétese que es posible que en algin (incluso en muchos)
fotogramas de un video, el objeto a detectar no aparezca y
no haya movimiento alguno. En estos casos, el algoritmo de
Otsu nos dard un umbral muy cercano a 255 (médximo), que no
serd significativo. Por esta razon, en este ejemplo modificamos
el algoritmo para solo tener en cuenta los umbrales que
indican que ha habido un cambio significativo en la imagen.
Consideramos que ha habido un cambio significativo cuando
el umbral que obtenemos segmenta la imagen en dos zonas
que contienen al menos el 20 % de las posibles intensidades.
Es decir, si el umbral £ > 204, consideramos que no ha habido
cambios significativos y no segmentamos la imagen. Hay
que tener en cuenta que escogemos este pardmetro con fines
ilustrativos, en una aplicacion real requiere ser optimizado.

Utilizamos como ejemplo un fragmento de video de la ca-
tegoria basica de una base de datos de deteccion de cambio
que se describe en [20]]. Al tratarse de videos a color, al
extraer los fotogramas los transformamos a escala de grises
y la funcién de semejanza de matrices que utilizamos para
este ejemplo es la generada por el par (H, 3), con H = min

y B(z,y) =1~ |z -yl

Iwww.changedetection.net

El video de este ejemplo proviene de una camara fija en
un escenario exterior que graba a viandantes en la calle. En
la primera fila de la Figura [I| ensenamos cuatro fotogramas
del video original en las que se vislumbran dos personas.
La segunda fila muestra los resultados de comparar cada
fotograma con el fotograma de referencia (Figura [2), donde
no hay ningin viandante. En la tercera fila observamos el
resultado de aplicar el algoritmo de Otsu para segmentar
la imagen y separar las personas en movimiento del fondo.
La cuarta fila muestra la segmentacion ideal, etiquetada por
humanos, que podemos encontrar en la base de datos.

Recalcamos que el objetivo de este trabajo es presentar un
algoritmo para comparar imdgenes que se basa en el concepto
de funcién de semejanza de matrices. El ejemplo de deteccion
de cambios en video es meramente ilustrativo, de ahi que no
evaluemos numéricamente los resultados ni comparemos el
método con otros en la literatura.

Figura 2. Primer fotograma del vidoe, fotograma de referencia para llevar a
cabo la comparacién.

VIIL

En este trabajo hemos estudiado la clase de funciones de
semejanza de matrices (matrix resemblance functions). Hemos
definido el concepto y hemos discutido varios métodos de
construccién, primero estudiando la forma de generar estas
funciones partiendo de otras de las mismas caracteristicas y
luego apoydndonos en los conceptos de funciones de equi-
valencia restringida y de grado de inclusién. Ademds, hemos
mostrado varias propiedades de esta clase de funciones que
justifican su uso en un algoritmo de comparacién de imagen.
En la ultima parte del trabajo, hemos expuesto dicho algoritmo
y hemos ilustrado mediante un ejemplo una posible aplicacién
para detectar movimiento en video.

CONCLUSIONES
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